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Gedachtnislose Quellen A\‘(lT

a Gibt Zeichen aus einem Alphabet ¥~ = {ay,...,a,} aus
m Zeichen a; wird mit fixer Wahrscheinlichkeit p; erzeugt, 27:1 pi=1

m Zeichen werden unabhangig erzeugt: Die Wahrscheinlichkeit, a; zu
bekommen, h&ngt nicht von den vorher erzeugten Zeichen ab
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Gedachtnislose Quellen A\‘(lT

a Gibt Zeichen aus einem Alphabet ¥~ = {ay,...,a,} aus
m Zeichen a; wird mit fixer Wahrscheinlichkeit p; erzeugt, 27:1 pi=1

m Zeichen werden unabhangig erzeugt: Die Wahrscheinlichkeit, a; zu
bekommen, h&ngt nicht von den vorher erzeugten Zeichen ab

Die bestmdgliche Kompression der Ausgabe einer gedachtnislosen
Quelle wird erreicht, wenn Zeichen a; mit log,(1/p;) Bits codiert wird.
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Gedachtnislose Quellen A\‘(lT

a Gibt Zeichen aus einem Alphabet ¥~ = {ay,...,a,} aus
m Zeichen a; wird mit fixer Wahrscheinlichkeit p; erzeugt, 27:1 pi=1

m Zeichen werden unabhangig erzeugt: Die Wahrscheinlichkeit, a; zu
bekommen, h&ngt nicht von den vorher erzeugten Zeichen ab

Die bestmdgliche Kompression der Ausgabe einer gedachtnislosen
Quelle wird erreicht, wenn Zeichen a; mit log,(1/p;) Bits codiert wird.

Darum kénnen wir nicht hoffen, die Ausgabe einer gedachtnislosen
Quelle S im Schnitt mit weniger Bits pro Zeichen zu codieren als

Zp, log, (1/p1) = Zp, log, pi

i=1
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Gedachtnislose Quellen A\‘(lT

a Gibt Zeichen aus einem Alphabet ¥~ = {ay,...,a,} aus
m Zeichen a; wird mit fixer Wahrscheinlichkeit p; erzeugt, 27:1 pi=1

m Zeichen werden unabhangig erzeugt: Die Wahrscheinlichkeit, a; zu
bekommen, h&ngt nicht von den vorher erzeugten Zeichen ab

Die bestmdgliche Kompression der Ausgabe einer gedachtnislosen
Quelle wird erreicht, wenn Zeichen a; mit log,(1/p;) Bits codiert wird.

Darum kénnen wir nicht hoffen, die Ausgabe einer gedachtnislosen
Quelle S im Schnitt mit weniger Bits pro Zeichen zu codieren als

Zp, log, (1/p1) = Zp, log, pi

i=1

H(S) heit auch die Entropie der Quelle.
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Entropiemaximierung IT
Entropie ist maximal, wenn p; = ... = p, = 1/n (alle gleich haufig).
Dann ist die Entropie Hy = log, n bit

Beweis: Seien P, Q gedachtnislose Quellen mit je n Zeichen,
Wabhrscheinlichkeiten p; bzw g;. Abschatzung: Inx < x — 1
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Entropiemaximierung A\K"‘

Entropie ist maximal, wenn p; = ... = p, = 1/n (alle gleich haufig).
Dann ist die Entropie Hy = log, n bit

Beweis: Seien P, Q gedachtnislose Quellen mit je n Zeichen,
Wabhrscheinlichkeiten p; bzw g;. Abschatzung: Inx < x — 1

Ing; —Inp; =In % < g—: — 1. Multipliziere mit p; und summiere Uber i

Zn:P/'(lnql'—'nP/) < Zn:p,'- <Z:— >

i=1 i=1
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Entropiemaximierung A\K"‘

Entropie ist maximal, wenn p; = ... = p, = 1/n (alle gleich haufig).
Dann ist die Entropie Hy = log, n bit

Beweis: Seien P, Q gedachtnislose Quellen mit je n Zeichen,
Wabhrscheinlichkeiten p; bzw g;. Abschatzung: Inx < x — 1

Ing; —Inp; =In % < g—: — 1. Multipliziere mit p; und summiere Uber i

Zn:P/'(lnql'—'nP/) < Zn:p,'- <Z:— >

i=1 i=1

n n n n
=Y pinpi+Y ping <Y q-> g=0
i=1 i=1 i=1 i=1
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Entropiemaximierung A\K"‘

Entropie ist maximal, wenn p; = ... = p, = 1/n (alle gleich haufig).
Dann ist die Entropie Hy = log, n bit

Beweis: Seien P, Q gedachtnislose Quellen mit je n Zeichen,
Wabhrscheinlichkeiten p; bzw g;. Abschatzung: Inx < x — 1

Ing; —Inp; =In % < g—: — 1. Multipliziere mit p; und summiere Uber i

n n
> pi-(ngi—Inp) <> pi- <q’_— >
i=1 i=1 pi

n n n n
=Y pinpi+Y ping <Y q-> g=0
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
==Y pinp < = ping
i=1 i=1
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Entropiemaximierung A\K"‘

Entropie ist maximal, wenn p; = ... = p, = 1/n (alle gleich haufig).
Dann ist die Entropie Hy = log, n bit

Beweis: Seien P, Q gedachtnislose Quellen mit je n Zeichen,
Wabhrscheinlichkeiten p; bzw g;. Abschatzung: Inx < x — 1

n n
> pilnp < =) piing
i=1 i=1

Annahme: Alle Zeichen von Q sind gleich wahrscheinlich: g;=1/n
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Entropiemaximierung A\K"‘

Entropie ist maximal, wenn p; = ... = p, = 1/n (alle gleich haufig).
Dann ist die Entropie Hy = log, n bit

Beweis: Seien P, Q gedachtnislose Quellen mit je n Zeichen,
Wabhrscheinlichkeiten p; bzw g;. Abschatzung: Inx < x — 1

n n
> pilnp < =) piing
i=1 i=1

Annahme: Alle Zeichen von Q sind gleich wahrscheinlich: g;=1/n

n n n
1
zpilnpi < 72p/|n3 = Inn~2p,- = Inn
1= 1= 1=
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Entropiemaximierung A\K"‘

Entropie ist maximal, wenn p; = ... = p, = 1/n (alle gleich haufig).
Dann ist die Entropie Hy = log, n bit

Beweis: Seien P, Q gedachtnislose Quellen mit je n Zeichen,
Wabhrscheinlichkeiten p; bzw g;. Abschatzung: Inx < x — 1

n n
> pilnp < =) piing
i=1 i=1

Annahme: Alle Zeichen von Q sind gleich wahrscheinlich: g;=1/n

n n n
1
zpilnpi < 72p/|n3 = Inn~2p,- = Inn
1= 1= 1=

Dividiere durch In2 und wir erhalten H(P) < log, n.
Der Maximalwert wird bei gleich wahrscheinlichen Zeichen erreicht. [
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Decodierbarkeit A\‘(IT

Gegeben ein Code C der Zeichen a; mit ¢; Bits codiert. Ist C eindeutig
decodierbar?

Beispiel: Codiere a mit 0, b mit 10, ¢ mit 110 und d mit 101.
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Decodierbarkeit AT
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Gegeben ein Code C der Zeichen a; mit ¢; Bits codiert. Ist C eindeutig
decodierbar?

Beispiel: Codiere a mit 0, b mit 10, ¢ mit 110 und d mit 101.
Dieser Code ist nicht eindeutig: 010110 kann abc oder adb sein.

Kraft-McMillan-Ungleichung

\Fl'Jr jeden eindeutig decodierbaren Binarcode gilt "7, 2~% < 1
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Decodierbarkeit A\KIT

Gegeben ein Code C der Zeichen a; mit ¢; Bits codiert. Ist C eindeutig
decodierbar?

Beispiel: Codiere a mit 0, b mit 10, ¢ mit 110 und d mit 101.
Dieser Code ist nicht eindeutig: 010110 kann abc oder adb sein.

Fir jeden eindeutig decodierbaren Binarcode gilt Y"1, 274 < 1

Im Beispiel: 2=1 +22 423 423 =1, )
Die Kraft-McMillan-Ungleichung ist eine Implikation, keine Aquivalenz!

Beobachtung: Préfixfreie Codes sind immer eindeutig decodierbar.
Auch das ist eine Implikation und keine Aquivalenz.
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Theoretische Grenzen der A\‘(lT
Kompression

Wie weit lasst sich ein Wort
komprimieren?

a Entropie hat klare theoretische Grenzen (gedachtnislos)
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Theoretische Grenzen der A\‘(lT
Kompression

Wie weit lasst sich ein Wort
komprimieren?

a Entropie hat klare theoretische Grenzen (gedachtnislos)

a Betrachte zum Beispiel das Wort w = ababab . .. ab (n mal)
= Entropie jedes Zeichens ist 1
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Theoretische Grenzen der A\‘(lT
Kompression

Wie weit lasst sich ein Wort
komprimieren?

a Entropie hat klare theoretische Grenzen (gedachtnislos)

a Betrachte zum Beispiel das Wort w = ababab . .. ab (n mal)
= Entropie jedes Zeichens ist 1

a Intuitiv braucht w nur log n + k Speicher
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Theoretische Grenzen der A\‘(lT
Kompression

Wie lasst sich eine Kompression
Definieren?
a ((M),in) heiBt Beschreibung von w
< w ist Ausgabe von TM M wenn sie auf in startet.

a Die kilrzeste Beschreibung von w (K(w)) hei3t Kolmogorov
Komplexitat.

K(w)= _min |B]

o B beschreibt w

6 Lorenz Hibschle-Schneider, Tobias Maier Fakultat fiir Informatik
12. Ubung — Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



Fakten zur Kolmogorov Komplexitat ~ XIT

a Die Kolmogorov Komplexitat ist unberechenbar!
< Probieren aller Beschreibungen scheitert am Halteproblem

a Triviale obere Schranke K(w) < |w|

a Es gibt unkomprimierbare Wérter jeder Lange n
(Bwlw| =nAK(w) > n):

a Annahme VY |w|=n= K(w) <n

m Abzahlbarkeitsargument |X|” Wérter der Lénge k oder kleiner, aber nur
|x|"~" kiirzere Beschreibungen
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Einige Beispiele fur obere Schranken A\‘(lT

a K((ab)") <log(n)+ k
a K(erste n Stellen von 7) <log(n) + k

w K(a=3519™") < |((busy beaver 6), )|
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