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Aufgabe 1. Kleinaufgaben

[10 Punkte]

a. Ein Algorithmus habe Laufzeit &(f(n,€)). Sein berechnetes Ergebnis weiche um den Faktor
p(n,€) vom optimalen Wert ab. Geben Sie fiir die folgenden Fille an, ob ein PTAS, FPTAS,
APX oder keins davon vorliegt. Begriinden Sie Ihre Antworten kurz. [4 Punkte]

1. f(n,e) =n'/%, p(n,e) =2+¢?
2. f(n,e) =n'*¢ p(n,e)=1+¢
3. f(n,€) =n+ 5, p(n,e) =1—¢

4. f(n,e) =n+log(n)'/¢, p(n,e) =1+ €2

Lésung

1. APX, da Approximationsalgorithmus mit konstanter Approximationsgiite (fiir fixes €),
aber keine (1 + €) Approximation.

2. FPTAS, da (1 + &) Approximation und polynomiell in n und 1 /€.
3. FPTAS, da (1 — €) Approximation und polynomiell in n und 1/¢.

4. PTAS, da (1+ &) Approximation (mit & := \/€), aber nicht polynomiell in 1/&.




b. Der Algorithmus aus der Vorlesung zur Bestimmung von starken Zusammenhangskompo-
nenten (SCC) verwendet 2 Stacks. Zur Erinnerung: oNodes speichert alle Knoten in offenen
Komponenten und oReps speichert die Reprisentanten der offenen Komponenten. Was ist
jeweils die maximale Anzahl von Elementen in oNodes und oReps, wihrend der folgen-
de Graph abgearbeitet wird? Wie viele SCCs werden gefunden? Die Knoten sind mit ihrer
df sNum beschriftet. [3 Punkte]

Losung

max |oReps| = 8 max |oNodes| = 16 |SCC| = 6

Durch schlaues Hinsehen lisst sich das Ergebnis ohne Ausfithrung des Algorithmus erkennen.
Bei jedem der dreieckigen SCCs besitzt der Reprédsentant eine weitere ausgehende Kante, die
nach der Abarbeitung des Dreiecks betrachtet wird. Dadurch finden bis zur Betrachtung des
letzten Knotens keine “backtrack”-Operationen auf Repridsentanten statt. Es liegen also alle 16
Knoten auf oNodes.

Nach Abarbeitung jedes der ersten 4 Dreiecke bleibt jeweils nur noch dessen Reprisentant auf
dem Stack oReps. Dieser wird aber, da er eine weitere ausgehende Kante hat, noch nicht vom
Stack entfernt. Kurz vor dem Betrachten der letzten Kante (ausgehend von Knoten 16) liegen
also der Startknoten, die Repridsentanten der 5 Dreiecke und die beiden Nicht-Représentanten
des letzten Dreiecks auf oReps.




c. Betrachten Sie das unten abgebildete Flussnetzwerk. Die Kanten sind mit ihren Kapazititen
beschriftet. Berechnen Sie mit dem Ford Fulkerson Algorithmus den maximalen Fluss von der
Quelle s zur Senke . Geben Sie dabei fiir jeden Schritt den augmentierenden Pfad in Form
einer Knotenliste und den Fluss, den Sie iiber diesen Pfad schieben, an. Geben Sie zusitzlich
den Wert des maximalen Flusses nach der Ausfiihrung an. [3 Punkte]

Lésung

Mogliche augmentierende Pfade:
e py=s—a—b—t. Fluss: 5.
* pp=s—c—+b—d—t. Fluss: 1.
* pp=s—c—b—+a—d—t Fluss: 1.

Maximaler Fluss: 7.
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Aufgabe 2. Parallele Algorithmen: Sortieren auf Hyperwiirfeln [9 Punkte]

Gegeben seien p = 2¢ nachrichtengekoppelte Prozessoren, die in einem Hyperwiirfel verbunden
sind. Zur Erinnerung: In einem Hyperwiirfel sind genau die Prozessoren miteinander verbun-
den, deren Prozessor-Indizes sich in genau einem Bit unterscheiden. Zur Vereinfachung kénnen
Sie davon ausgehen, dass ein Austausch von Nachrichten der Linge / zwischen zwei verbunde-
nen Prozessoren die Zeit €'(1) benétigt.

a. Geben Sie einen Algorithmus mit Laufzeit €(dl) an, der eine Nachricht der Ldnge [ vom Pro-
zessor 0 an alle p = 24 Prozessoren verteilt (Broadcast). Begriinden Sie die Laufzeit. [2 Punkte]

Lésung

Die Verbreitung der Nachricht funktioniert wie beim schrittweisen Aufbau eines Hyperwiir-
fels. Im Schritt i € {1,...,d} senden die Prozessoren 09~/0+'~! ihre Nachricht an Prozessoren
09-1 +=1 (also an ihre Kopie im nichst groBeren Hyperwiirfel). Jedes Senden einer Nachricht
benotigt Zeit &(1) und es gibt d Schritte, also insgesamt &' (dl).

b. Seien n > p verschiedene Objekte gegeben, die vergleichsbasiert sortiert werden sollen.
Anfangs seien die Objekte gleichmifBig und zufillig auf die p Prozessoren verteilt. Geben Sie
eine Adaption des Quicksort-Algorithmus fiir Hyperwiirfel an. Der Algorithmus soll die Lauf-
zeit O (%log (%) +1log(p) (10g(p) + %)) besitzen. Begriinden Sie, warum Ihr Algorithmus
die Laufzeit besitzt.

Hinweis: Sind die Objekte zufillig auf die Prozessoren verteilt, ist der lokale Median auf einem
der Prozessoren eine gute Approximation fiir den globalen Median aller Prozessoren. Sie diirfen
in dieser Aufgabe annehmen, dass bei der Partitionierung an einem Median, der auf einem der
Prozessoren bestimmt wurde, keine Last-Imbalancen auftreten. [4 Punkte]

Lésung

Verwende log(p) Iterationen, welche die Prozessoren rekursiv in jeweils zwei Sub-Hyperwiirfel
(xyz0**x und xyz1xx*x)aufspalten. In jeder Iteration bestimmt der erste Prozessor des Sub-
Hyperwiirfels (xyz0000) seinen lokalen Median. Der Median kann z.B. mit Quickselect in

Zeit O (%) bestimmt werden.

Der Median wird dann als Pivot innerhalb des Sub-Hyperwiirfels verteilt. Dies entspricht einem
Broadcast und benétigt Zeit &'(log(p)). Jeder Prozessor klassifiziert jetzt lokal in groBe und

kleine Objekte, was Zeit & (%) bendtigt. Dann tauschen jeweils die 2 Nachbarn in der aktuell

aufzuspaltenden Dimension ihre Objekte aus: Die Objekte, die grofler sind als der Pivot, werden
an den Prozessor geschickt, der in der Dimension eine 1 stehen hat. Die Objekte, die kleiner
sind als der Pivot, werden an den Prozessor mit der 0 geschickt.

Durch die Vereinfachung brauchen die Nachrichten Zeit & (%) Zudem sind (da der lokale
Median nahe des echten Medians ist) die Prozessoren wieder alle gleichméBig ausgelastet. Im
Gegensatz zum allgemeinen, parallelen Quicksort tritt also keine Imbalance auf und die Pro-
zessoren konnen anhand der néchst kleineren Dimension in die Rekursion starten.

Am Ende muss nur noch lokal in & (% log (%)) sortiert werden. Es ergibt sich eine Laufzeit

von ﬁ(%log <l—’§> +1log(p) <10g(p) + %))




c. Gehen Sie nun davon aus, dass Sie n > p Objekte gegeben haben, die bereits global auf-
steigend sortiert sind. Die n/p kleinsten Objekte liegen also auf Prozessor 0, die nichsten auf
Prozessor 1, usw. Fiir eine Anwendung wird aber nun eine absteigende Sortierung benétigt.
Geben Sie einen Algorithmus fiir Hyperwiirfel an, der die Objekt-Reihenfolge umkehrt. Der
Algorithmus soll die Laufzeit & (1% +log(p) 1%) besitzen. Begriinden Sie, warum Thr Algorith-

mus die Laufzeit besitzt. [3 Punkte]

Lésung

Die Reihenfolge der Objekte muss zunichst lokal invertiert werden. Dies ist durch einen linea-
ren Scan und Vertauschen von jeweils zwei Objekten in Zeit & % moglich.

Um die globale Ordnung umzukehren, muss Prozessor i all seine Objekte mit Prozessor p — i
austauschen. Es miissen also gerade die Prozessoren ihre Ojekte austauschen, deren Prozessor-
Indizes sich in jedem Bit unterscheiden (also im Hyperwiirfel genau gegeniiber).

Wir kénnen also die log(p) Bits der Prozessor-Indizes der Reihe nach durchgehen und jeder
Prozessor vertauscht seine Liste mit der dessen Nachbarn, der sich genau in diesem Bit un-
terscheidet. Jeder Austausch dauert Zeit & (%) , also haben wir insgesamt eine Laufzeit von
o <§ +log( p)%). Dadurch bewegt sich jede Liste in jedem Schritt in Richtung ihres Ziels und
auflerdem kommt es nicht zu Stau-Situationen, denn jeder Prozessor hat immer nur eine Liste.
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Aufgabe 3. Externe Algorithmen: LevelDB [12 Punkte]

LevelDB ist ein externer Key-Value-Store, in dem Objekte mittels eines Schliissels eingefiigt
und wieder abgerufen werden konnen. Eine vereinfachte Version von LevelDB besteht aus
mehreren Ebenen. Ebene 0 ist eine Hashtabelle im internen Speicher, in der bis zu B Objek-
te gespeichert sind. Die restlichen Ebenen liegen im externen Speicher. Ebene i > 0 speichert
bis zu r Runs, wobei r > 2 ein Eingabeparameter ist. Ein Run in Ebene i ist eine sortierte Liste
von B-rli=1) Objekten. Nachfolgende Illustration zeigt ein Beispiel fiir » = 3 und drei Ebenen
im externen Speicher.

Beim Einfiigen eines neuen Objekts wird zunéchst versucht, es in der internen Hashtabelle zu
speichern. Speichert die Hashtabelle bereits B Objekte, werden vor dem Einfiigen die bereits
enthaltenen Objekte nach ihren Schliisseln sortiert und als Run in der ersten Ebene abgelegt.
Speichert eine Ebene bereits » Runs und ein neuer soll darin abgelegt werden, werden zuerst
alle Objekte der Ebene mit einem externen r-Wege Merge-Algorithmus sortiert und als r-mal
groferer Run in der nichst hohere Ebene abgelegt.

Ebene 0 (als Hashtabelle) Interner Speicher
Ebene1 [B]B/[B] Externer Speicher
Ebene2 | 3B || 3B || 3B |

Ebene 3 | 9B |

a. Sei eine LevelDB-Datenbank mit k£ Ebenen im externen Speicher gegeben. Es wird nun ein
neues Objekt eingefiigt. Wie viele r-Wege Merge-Operationen miissen dafiir im schlimmsten
Fall ausgefiihrt werden? Begriinden Sie kurz. [1 Punkt]

Lésung

Sind alle k externen Ebenen und die interne Hashtabelle bereits voll, kommt es beim Einfiigen
in jeder Ebene zu einer Merge-Operation. Die gesamte Anzahl der r-Wege Merge-Operationen
ist also k.




b. Es werden n Objekte in eine leere LevelDB-Datenbank eingefiigt. Zeigen Sie, dass die Da-
tenbank nun & (log,(n/B)) Ebenen besitzt.

xk+1 —1
x—1

Hinweis: YX_ x' = [3 Punkte]

Losung

Eine komplett gefiillte LevelDB-Datenbank mit £ Ebenen enthilt folgende Anzahl an Elemen-
ten:

koo koo k=1 S
n=B+)Y BY 'r=B+Br-Y v ' =B-+Br- ' =B+ Br-
izi ,Z{ lz(’) r—1
—B)(r—1
Br

= kﬁog«%ﬂw) :logr(<%—§> .r:1+1>

n B r—1 n r—1
< - . - =
<log, (<B B—|—2) . ) log, (B—f— 1) —Hog,( . >

<log, (% + 1) +log, (1) € ﬁ(logr%>

Anmerkung: Die Basis r im Logarithmus ist im O-Kalkiil nicht irrelevant, weil r ein Eingabe-
parameter ist. Eine alternative Darstellung wire log,(n/B) =log(n/B)/log(r)

¢. Geben Sie einen Algorithmus an, der ein Objekt mit einem bestimmten Schliissel aus der
Datenbank abruft. Der Algorithmus darf maximal sublinear viele I/O-Zugriffe in der Anzahl
der gespeicherten Objekte n ausfiihren. Jeder 1/0O-Zugriff kann einen Block der Grofle B aus
dem externen Speicher lesen. [3 Punkte]

Lésung

Durchsuche zunichst die interne Hashtabelle in Zeit &'(1). Extern konnte ein angefragtes Ob-
jekt in jedem Run jeder Ebene stehen. Es miissen also alle Runs durchsucht werden. Innerhalb
eines Runs kann binédre Suche verwendet werden. Dadurch werden pro Run nur logarithmisch
viele I/O-Zugriffe gebraucht, was die gesamte Laufzeit sublinear macht.




d. Gegeben sei ein Bit-Array der Linge n, das mit Nullen gefiillt ist. Es werden nun n unabhén-
gig zufillige Bits auf 1 gesetzt (einige Positionen moglicherweise mehrmals). Zeigen Sie, dass
der erwartete Anteil an Bits, die am Ende noch 0 sind, fiir n — oo gegen 1/e konvergiert.

Hinweis: ¢* = lim (1+%)" [2 Punkte]

Lésung

Betrachten wir ein beliebiges aber festes Bit im Array. Beim Setzen eines zufilligen Bits ist die
Wahrscheinlichkeit, dass dieses feste Bit nicht gesetzt wird, (1 — 1/n). Setzen wir also n Bits,
ist die Wahrscheinlichkeit, dass es nie gesetzt wird, (1 —1/n)" — 1/e. Ist jedes Bit unabhingig
voneinander mit Wahrscheinlichkeit 1 /e gesetzt, konnen wir insgesamt auch einen Anteil von
1 /e nicht gesetzten Bits erwarten.

e. Nehmen Sie nun an, dass im internen Speicher fiir jeden Run einer LevelDB-Datenbank ge-
nug Platz fiir ein Bit-Array ist. Die Linge des Bit-Arrays entspricht der Anzahl an Objekten
im Run. Wie konnen Sie das Bit-Array benutzen, um die erwartete Anzahl I/O-Zugriffe fiir den
Abruf eines Objekts um einen Faktor von etwa 1/e zu reduzieren? Beschreiben Sie insbeson-
dere, wie der Abruf ablduft. [3 Punkte]

Losung

Wir nehmen uns pro Run eine Hashfunktion, die von einem Schliissel auf eine Position im
jeweiligen Bit-Array abbildet. Beim Mergen von Runs wird fiir jedes enthaltene Objekt das Bit
gesetzt, das die Hashfunktion auf dessen Schliissel ausgibt. Es treten zwischen den Objekten
des Runs Kollisionen auf und das Bit-Array besitzt noch einen Anteil von erwartet 1/e Nullen
(siehe Teilaufgabe c).

Bei der Anfrage eines Schliissels wird wieder die gleiche Hashfunktion ausgefiihrt. Ist das
entsprechende Bit nicht gesetzt, kann man sich sicher sein, dass das Objekt nicht in dem Run
gespeichert ist. Der Run muss also extern nicht durchsucht werden. Ist das Bit gesetzt, ist entwe-
der das Objekt im entsprechenden Run gespeichert oder es gab eine Kollision der Hashfunktion.
Der Run muss also wie in Teilaufgabe b durchsucht werden. Da im Array 1/e der Positionen 0
sind, kann bei jedem Abruf die Anzahl der durchsuchten Runs und damit die I/O-Zugriffe um
1 /e rediziert werden. Der Run, in dem ein Objekt enthalten ist, muss auf jeden Fall durchsucht
werden, aber die Reduktion der I/O-Operationen konvergiert fiir n — oo trotzdem zum Faktor
1/e.

Diese probabilistische Datenstruktur zum Filtern von Anfragen ist auch bekannt unter dem
Namen Bloom Filter.
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[10 Punkte]

Aufgabe 4. Approximationsalgorithmen: Minimale S-Schnitte

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E, ¢) mit Kantengewichten ¢ : E — R~ . Sei ferner
S={s1,...,5¢} CV eine Knotenteilmenge, deren Elemente wir als Terminalknoten bezeichnen.
Ein S-Schnitt in G ist eine Kantenteilmenge E’ C E mit der Eigenschaft, dass nach Entfernung
von E’ aus G alle Terminalknoten voneinander getrennt sind (d. h. jede Zusammenhangskompo-
nente von G — E’ enthilt maximal einen Terminalknoten). Ein minimaler S-Schnitt EFT ist ein
S-Schnitt mit minimalem Gewicht ¢(EOYT) := ¥, zopr c(e) unter allen S-Schnitten. Betrachten
Sie fiir die Berechnung eines S-Schnittes den folgenden Approximationsalgorithmus.

Algorithmus 1 S-Schnitt(G = (V,E,c¢),S)
Ei,....E, <0
for s; € Sdo
// Berechne minimalen Schnitt zwischen s; und S\ {s;}:

ti < neuerKnoten()
Gi+ (VU{t;},EU{{s},t;} | sj € S\ {si}}) /1 verbinde S\ {s;} zu neuem Knoten 7 ...

cle), eckE . .
Ci { (), // ... mit Kantengewicht oo
oo, sonst

E;i+ minimalerSTSchnitt(Gj,c;,si,t)
/I si-t;-Schnitte E; bis auf einen ergeben S-Schnitt:
J < argmax; c(E;) /1 Ej ist schwerster s;-t;-Schnitt
return £, U---UE; (UE; 1 U---UEy /I Vereinigung aller E; auler E;

a. Beschreiben Sie kurz, wie Sie die Operation minimalerSTSchnitt mit Hilfe eines Al-
gorithmus zur Berechnung maximaler Fliisse implementieren konnen. [2 Punkte]

Lésung

Betrachte den Residualgraphen eines maximalen Flusses. Seien S alle von s erreichbaren Kno-
ten. Dann ist (S,V \ S) ein minimaler Schnitt.

b. Geben Sie die Laufzeit des obigen Approximationsalgorithmus an, wenn die Operation
minimalerSTSchnitt mit dem Arbitrary Preflow Push Algorithmus implementiert wird.
[1 Punkt]

Lésung

Der dominierende Teil ist die Berechnung der k minimalen s-z-Schnitte: & (knzm) .




c. Betrachten Sie den folgenden Graphen mit den markierten Terminalknoten S = {s1,s7,s3}.
Gewichten Sie die Kanten des Graphens derart, dass der Approximationsalgorithmus unabhén-
gig der berechneten minimalen s;-7;-Schnitte keinen minimalen S-Schnitt berechnet. Geben
Sie zusitzlich einen konkreten S-Schnitt in Form einer Kantenliste an, den der Algorithmus fiir
Thren gewichteten Graphen berechnen konnte, sowie einen minimalen S-Schnitt.  [3 Punkte]

Lésung

— &

S—HE

2= 1] [1 ][2=4

Der Approximationsalgorithmus schneidet zum Beispiel s;v; und spv, (Gewicht: 4 — 2¢). Ein
minimaler S-Schnitt schneidet viv;, vov3, viv3 (Gewicht: 3).

d. Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph mit Terminalknoten S = {sy,...,s,} C V und sei
EOPT C F ein minimaler S-Schnitt in G. Fiir jeden Terminalknoten s; € S induziert £ OPT einen
si-t;-Schnitt (mit #; wie im Algorithmus) EiIND C EOPT_der aus den Kanten besteht, die s; von
S\ {s;} trennen. Zeigen Sie, dass gilt:

k
c(EiIND) =2 c(EOPT).

=1

1

[2 Punkte]

Lésung

Fiir s; € S sei V; die Zusammenhangskomponente von G — EOPT, in der s; liegt. Sei e = uv €

EOPT_ Dann liegen u und v jeweils in einer Menge V; und V;, denn andernfalls wiire EOPT _
e ebenfalls ein S-Schnitt mit kleinerem Gewicht. Also liegt e in genau zwei induzierten s-¢-
Schnitten, woraus die Behauptung folgt.




e. Zeigen Sie, dass ein vom Approximationsalgorithmus berechneter S-Schnitt maximal doppelt
so schwer ist wie ein minimaler S-Schnitt.
Hinweis: Verwenden Sie Teilaufgabe d. [2 Punkte]

Losung

Die von einem optimalen S-Schnitt EOT induzierten s;-t-Schnitte EZ.IND sind mindestens so
schwer wie die vom Approximationsalgorithmus berechneten minimalen s;-#-Schnitte EZ.ALG.
Damit folgt fiir einen vom Approximationsalgorithmus berechneten S-Schnitt EALC:

M»

k

1

~.

wobei die letzte Identitét aus Teilaufgabe d stammt.
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Aufgabe 5. Stringology: Textkompression mit Suffix-Baumen

[11 Punkte]

a. Erstellen Sie den Suffix-Baum fiir den Text 7 = ababab$. Beschriften Sie die Kanten mit
den expliziten Kantenbeschriftungen und sortieren Sie diese lexikographisch.
Hinweis: Ein Suffix-Baum ist ein kompakter Trie. [2 Punkte]

Lésung

$ﬂ\

ab b
o e
$ ab $ ab
& O ©@ O
§ ab$ $ ab$

@ © @ @

b. Welcher Text wird durch die folgende LZ77-Faktorisierung kodiert?

(0,a)(0,0)(0,c)(5,1)(0,9)

[2 Punkte]
Losung
1. (0,a)=T=a
2. (0,b)=T =ab
0




c. Gegeben sei ein Suffix-Baum fiir einen Text der Lénge »n und ein Pattern der Lange m. Geben
Sie einen Algorithmus an, der das erste Vorkommen des Patterns im Text findet. Sie diirfen Zeit
O'(n) fiir Vorverarbeitung verwenden. Eine Anfrage muss dann in Zeit &'(m) beantwortet wer-
den. Sie konnen hierbei annehmen, dass Sie in konstanter Zeit die Kinderkante mit dem passen-
den Zeichen finden. In den Blittern sei der Index des jeweiligen Suffix gespeichert. [3 Punkte]

Lésung

Zunichst traversieren wir den Baum und speichern fiir jeden inneren Knoten v die Nummer ¢,
ab, die dem kleinsten Suffix in dem Teilbaum unter v entspricht. Diese Zahlen konnen wir mit
einer Tiefensuche in &'(n) Zeit bestimmen. Fiir jeden Knoten v gibt uns die Zahl ¢, nun an,
welches das — in Textreihenfolge — erste Vorkommen des Musters A (v) ist.

Bei einer Anfrage folgen wir Kanten, die dem Pattern entsprechen, so lange, bis wir entweder
das Ende des Patterns oder das Ende des Baums erreicht haben. Erreichen wir das Ende des
Baums, ist das Pattern nicht enthalten. Erreichen wir das Ende des Patterns, gibt es zwei Mog-
lichkeiten. Sind wir an einem Knoten angekommen, ist ¢, dieses Knotens die Textposition des
ersten Vorkommens. Sind wir mitten in einer Kante, ist ¢, vom Ende dieser Kante die Textpo-
sition des ersten Vorkommens.

d. Gegeben sei ein Suffix-Baum fiir einen Text der Lénge n. Geben Sie einen Algorithmus an,
der die LZ77-Faktorisierung des Textes in Zeit &' (n) berechnet. Sie konnen hierbei annehmen,
dass Sie in konstanter Zeit die Kinderkante mit dem passenden Zeichen finden. In den Blittern
sei der Index des jeweiligen Suffix gespeichert. Neben dem Suffix-Baum haben Sie noch Platz
fiir die Ausgabe und maximal 2n Zahlen. [4 Punkte]

Losung

Wir annotieren den Baum wie in der Pattern-Suche aus der vorherigen Teilaufgabe.

Nehmen wir nun an, dass wir den Text schon bis zur Position i faktorisiert haben. Wir mdchten
nun also den nichsten Faktor bestimmen, also den ldngsten Substring f = T'[i..i+ ¢), der in
T[1..i+¢) zweimal vorkommt. Hierfiir folgen wir den Kanten, die dem Substing f entsprechen,
so lange, bis wir einer Kante folgen wiirden, die zu einem Knoten v mit ¢, > i fiihrt, oder wir
kein passendes Zeichen mehr lesen konnen (was auch mitten auf der Kante passieren kann).
Sei w der letzte Knoten, den wir betreten haben und ¢ die String-Tiefe, bis zu der wir Zeichen
vergleichen konnten. Hier miissen auch die Zeichen einbezogen werden, die auf der letzten
Kante verglichen wurden. Nun unterscheiden wir zwei Fille:

1. Wenn ¢ = 0, dann ist w die Wurzel und wir erzeugen einen Faktor (0,7 [i]) und setzen
den Algorithmus an Textposition i 4 1 fort.

2. Wenn ¢ > 0, dann haben wir einen neuen Faktor der Lidnge ¢, der schon einmal an Textpo-
sition ¢,, vorkommt. Wir konnen also den Faktor (¢, ¢,,) erzeugen und den Algorithmus
an Textposition i 4 ¢ fortsetzen.

Da wir annehmen, dass wir die passenden Kinderkanten in konstanter Zeit finden konnen und
jedes Zeichen in unserem Text genau einmal im Suffix-Baum suchen, hat unser Algorithmus
eine Laufzeit von &'(n). Zudem ist der Algorithmus korrekt, da er immer den lidngsten Faktor
findet (wir suchen so lange wir konnen), der schon einmal vor der aktuellen Position vorkommt
(cy < i) und jedes Zeichen des Textes betrachtet wird. Somit sind alle Anforderungen der
LZ77-Faktorisierung erfiillt.

(Beispiel auf dem nichsten Blatt)




Lésung

Beispiel.

$/Qab\b $/®ab\b
o o 0 o ORI
$ ab $ ab $ ab $ ab
& O ©@ O & @ © @
$ ab $ ab $ ab $ ab
® @ @ @ ® @ @ @
$/@ab\b $/@ab\b
a D T @ ORI
$ ab $ ab $ ab $ ab
& @ © @ & @ © @
$ ab $ ab $ ab $ ab
® © @ @ ® © @ @
$/®ab\b $/®ab\b
o O o ORI
$ ab $ ab $ ab $ ab
& @ © @ & @ © @
$ ab $ ab $ ab $ ab

® @ @ @ ® @ @ @
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Aufgabe 6. Geometrische Algorithmen: Rasensprenger [8 Punkte]

In dieser Aufgabe betrachten wir einen kreisformig umzéunten Garten, in dem an Punkt P ein
Rasensprenger platziert wurde. Der Wasserstrahl des Rasensprengers (schraffierte Fldche) dreht
sich im Kreis. Da sich im Garten n Mauern befinden (Linien My, ..., M,), kann nicht der ganze
Garten bewissert werden.

Gehen Sie zur Vereinfachung davon aus, dass sich keine zwei Mauern beriithren oder schneiden,
und dass alle Endpunkte aller Mauern unterschiedliche Winkel zu P haben.
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a. Geben Sie einen Algorithmus an, der in Laufzeit &'(nlogn) alle Mauern ausgibt, die nicht
nass werden.
Hinweis: Bedenken Sie mogliche Randfille, die auftreten konnen. [4 Punkte]

Losung

Das Problem kann mit einer Sweep Line geldst werden, die um P rotiert. Die Sweep Line wird
durch eine sortierte Liste 7 implementiert, die alle aktuell geschnittenen Mauerstiicke sortiert
nach ihrer Entfernung zu P speichert. In einer solchen sortierten Liste konnen Liniensegmente
(Mauern) in Zeit '(logn) eingefiigt, gefunden und geloscht werden. Die Start- und Endpunkte
der Mauern werden in sortierter Reihenfolge beziiglich ihres Winkels zu P abgearbeitet. Bei
einem Startpunkt wird das Mauerstiick in 7" einsortiert, bei einem Endpunkt geloscht. Mauer-
stiicke, die wihrend dieses Verfahrens irgendwann das erste Element in 7 waren, werden nass;
die anderen nicht. Achtung: Durch die kreisformige Abarbeitung kann es sein, dass Mauern
die initiale Sweepline im Winkel 0° schneiden. Hier miissen die entsprechenden Start-Events
schon vor Beginn des normalen Sweep-Algorithmus in die Sweepline eingefiigt werden. Beim
Winkel 360° ist der Algorithmus beendet, selbst wenn dann in der Sweepline 7" noch Elemente
enthalten sind.




b. Erweitern Sie Ihren Algorithmus nun derart, dass alle Stiicke des dufleren Zaunes ausgegeben
werden, die nicht nass werden. Thnen steht dazu eine Funktion anZaun(P,R) zur Verfiigung,
die einen Punkt R innerhalb des Gartens aus Sicht des Rasensprengers (an Position P) auf den
Gartenzaun projiziert. [2 Punkte]

Losung

Erweitere die Losung zu Teilaufgabe a wie folgt: Wenn nach Entfernung eines Endpunktes R
aus T die Liste leer ist und als nichstes Startpunkt R, wieder eingefiigt wird, gib Kreissegment
anZaun(P,R;) bis anzaun(P,R;) als nass aus. Wenn die Sweepline zu Beginn keine Mauer
schneidet, gib zusitzlich das Zaunsegment vom letzten Endpunkt bis zum ersten Startpunkt
einer Mauer aus. Am Ende invertiere die Auswahl, um alle nicht nassen Zaunsegmente zu
erhalten.

c¢. Im Garten werden nun k < n Rasensprenger an Punkten Pj, ..., P platziert (siche nachfol-
gende Skizze fiir k = 2). Geben Sie einen Algorithmus mit Laufzeit &'(knlogn) an, der erneut
alle duBeren Zaunstiicke berechnet, die nicht nass werden. Begriinden Sie die Laufzeit Ihres
Algorithmus. [2 Punkte]
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Lésung

Wir wiederholen den Algorithmus von Teilaufgabe b fiir jeden der k Rasensprenger. Das be-
notigt Zeit ¢ (knlogn) und liefert bis zu kn Kreissegmente. Die Start- und Endpunkte der
Segmente konnen mit einer PQ in Zeit &' (knlogk) = €(knlogn) zu einer sortierten Liste zu-
sammengefasst werden. (Alternativ: alle Listen zusammenfassen und in Zeit &'(knlog(kn)) =
O (knlog(n)) sortieren.) Mit der sortierten Liste kann mit einem Greedy Algorithmus der
Schnitt in Zeit &'(kn) berechnet werden.




