Sanders: Informatik 11 november 2, 2006

1 Automatentheorie und Formale

Sprachen

1.1 Allgemeines
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Beispiel: Arithmetische Ausdriicke: EXPR

2= {a7+7*7(7>}

aist Platzhalter fir Konstanten oder Variablen

(a—a)*a+a/(a+a)—1€EXPR
(((a))) € EXPR
((a+) —a( ¢ EXPR

Wie wird sowas formalisiert?
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Beispiel: Deutsche Grammatik

o 3

<Satz>
<Subjekt> <Praedikat> <Objekt>
i |
<Attribut>
<Attribut> <Attribut>

<Artikel> <Adjektiv> <Adjektiv> <Substantiv>

Der Kkl ei ne bissige Hund jagt die

<Artikel> <Adjektiv> <Substantiv>

grosse Kat ze

Zumindest ein Teil der Struktur laft sich durch kontextfreie

Grammatiken erfassen (stay tuned)
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1.1.1 Grammatiken

Grammatik G = (V,Z,P,S)
[J V, Variablen
[0 2, Terminalalphabet (V N Z = Q)

OPC(VUI)T x (VUZ)*, Produktionen, |P| < o
Alle linken Seiten enthalten mindestens eine Variable

[ S Startvariable




Sanders: Informatik 11 november 2, 2006

Beispiel: Klammerausdricke

G=({ET,F} {a+x*()},PE)mi

P={E—T,
E—-E+T,
T—F,
T—TxF,
F—a,
F—(B)}
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Ubergangsrelation=-

Gegeben, Grammatik G = (V, %, P,S).
U =g Vfalls

u=xyze (VUX)*,

v=xyze (VUI)*,

y—y eP.

,U geht unmittelbar tber in V.“

Subskriptg fehlt, wenn Klar ist, welche Grammatik gemeint ist.
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Ubergangsrelation=>, =

Ableitungen bestimmter Lange:
Q
Yue (VUX)*:u=u
Yu,v,we (VUZ)* U= VAVDW — U

Ableitbarkeit:
In>0:uDdv— usv

Beobachtung: = ist die reflexive und transitive Hille von =>.

u:*>GV bedeutet ,V ist ableitbar aus U*
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Von G = (V, Z, P, S) definierte Sprache

L(G):= {We >*: S:*>W}

O ]
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Ableitung

Folge von Satzformen,
(Wla W2 7---aWn—17Wn)
~— ~—— =~

=S e(Zw)* €(ZUV)* €x*
heifl3t Ableitung von W, falls

W1 = Wop = --- = Wp.
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E=
=E+T
=T+T
= T*F+T
=TxFxF4T
=FxFxF4+T
=axkFxF4+T
L = axaxF+T
Beispiel: = asax(E)+T
= axax(E4+T)+T
=axax(T+T)+T
=axax(F+T)+T
=axax(@+T)+T
= axax(a+F)+T
= axax(at+a)+T
= axax(at+a)+F
= axax(ata)+a

O
E—-E+T

E—-T
T—-TxF
T—TxF
T—F
F—a
F—a
F—(E)
E—-E+T
E—-T
T—F
F—a
T—F
F—a
T—F
F—a
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1.1.2 Chomsky-Hierarchie

[ Elegante Spezifikation von Sprachen

[ Klassifikation von Sprachen
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Klassifikation von Grammatiken
G=(V,Z,RS

seiG=(V,Z,PS).
Vl—reP:
Typ O: beliebig

Typ 1, kontextsensitiv: |¢| < |r]|

012

[Noam Chomsky, 1956]

Sonderregel: S— & erlaubt aber dann S& 1,

Vorsicht: in der Lit. nicht einheitlich gehandhabt!

Typ 2, kontextfrei: Typ 1 und £ € V

Typ 3, regular: Typ2undr € ZU 2V

A — € 2.T. erlaubt
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Chomsky Hierarchie
( alle Sprachen h

( TypO:
Typl: kontextsensitiv)
Typ2: kontextfrel

Typ3:
regular
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Beispiel: Typ 3

G = ({AB},{ab},PA) mit

P={A— aA
A — aB,
B — bB,
B — b}

Behauptung: L(G) ={a™:n>1m> 1}
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Beweis, Ansatz:
1. L(G) 2 {a"™:n>1m>1}
2.L(G) Cc{a"v™:n>1m>1}

Jeweils durch vollstandige Induktion

G= ({AB},{a,b},{A—aA A— aB,B— bB,B— b},A)
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Beweis:L(G) 2 {@"b™: n > 1,m> 1} ausfuhrlich

Lemma 1l:¥n>1: A=a"B
n=1.A—aBecP

. * nR _ an+1
nwn+1.A—>aAI:V>aaB_a B

G= ({AB},{a,b},{A—aA A— aB,B— bB,B— b},A)
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Beweis:L(G) 2 {a"b™: n> 1,m > 1} ausfuhrlich

Lemmal:Vn>1:A=a"B

Lemma 2:Vm> 1: B=bhM
m=1B—-beP

~ . X m_ 1
m m+1.B—>bBI:V>bb b

G=({AB},{a,b},{A— aA A— aB,B— bB,B— b} ,A)
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Beweis:L(G) 2 {@"b™: n > 1,m> 1} ausfuhrlich

Lemmal:Vn>1:A=a"B
Lemma 2:Vm> 1: B=b™

BeweisD:Vn>1m>1:A = a'B = abm
= — 9 e N ; N )
Lemma 1 Lemma 2

Also a'b™ e L(G) (Def. L(G))

G=({AB},{a,b},{A—aA A— aB,A— aB— bB,B— b} A)
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Beweisskizzel (G) 2 {a"b™:n>1m> 1}

-1 _ —1 o
A'S ala= g B g™ 1B = ap™
A—aA B—bB

G= ({AB},{a,b},{A—aA A— aB,B— bB,B— b},A)
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Beweis:L(G) C {a"b™: n > 1,m> 1} ausfuhrlich

Induktion tber die Ableitungslange /-

(Stérkere) Induktionsvoraussetzung: Va € (V UZX)* : A% a—
ac{a}l” AU {a}Jr {b}"-BU {a}+ . {b}Jr

(=0:Ae{a}" A

C—B
¢ ~ ¢+ 1:Betrachte Ableitung S=a’ = a
a’ C—pB |a —a e

a'A | A—aA|a™lA {a}*-A

a’A |A—aB|a"'B {a}"-{b}*-B =
a'b™B | B— bB | a"b™'B || {a}* {b}"-B

al™B | B—b |a™?! | {a}t {b}"
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Beweisskizzel (G) C {a"b™:n>1m> 1}

Falls A=q sofolgt a € {a}*-Au{a}" - {b}"-Bu{a}*-{b}".

Die Produktionen erhalten diese
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Beispiel: Typ 2 (Klammerausdrucke)

G=({E,T,F},{a+x*()},PE) mi

P={E—T,

Invariante. ] E-E+ T,
T —F,
T—TxF,
F—a,
F—(E)}

G= ({AB},{a,b},{A—aA A— aB,B— bB,B— b},A)
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Beispiel: Typ 2 Beispiel: Typ 1

G=({S},{ab},{S—ab,S— a>},9).

L(G) ={a"":n>1}.

Beweisskizzd (G) D {a"b":n>1}:

ST a1t = ap", -
Beweisskizzd (G) C {a"b":n > 1}:

SSa — ae {apk:k>0}ufad":n>1}

(Invariante) ]

G= ({SB,C},{a,b,c},P,S)

P={S— aSBC,
S— aBC,
CB — BC,
aB — ab,
bB — bb,
bC — bc,
cC — cc}

Behauptung: L(G) = {@"b"c" : ne N}
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Beispiel

S= aBC = aaSBCBC = aaaBCBCBC

=- aaaBBCCBC =- aaaBBCBCC =- aaaBBBCCC
= aaabBBCCC = aaabbBCCC = aaabbbCCC
= aaabbbcCC =- aaabbbccC = aaabbbccc

S— aSBC,S— aBC,CB — BC,aB — ab,bB — bb,hC — hc,cC — cc|
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Beweisskizzea"b"c" C L(G)

s an-1g(BC)n-1 (S— aSBC)
= a"(BC)" (S— aBC)
= a'B"C" (CB — BC)
Lemma S
= a'pB"-1C" (@B — ab)
" anpnen (bB — bh)
= a"p"cC" 1 (bC — bo)
=l anpnen (cC — c0)
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Einschub: lexikographische Reihenfolge

Betrache a, 3 € £*
VaeZ :e<a
ad <bBgiwa<bodera=bunda<pB @beZ a,pe

Beobachtung:< definiert eine totale Ordnung
Beispiel: € <a <aa<ab<b<ba<bb
[J Analog fiir Tupel

] wir kénnen iiber endliche Teilfolgen einer totalen Ordnung

Induktionsbeweise machen
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Lemma S: (BC)"=-B"C" mittels CB — BC

Beweis durch Induktion Gber die lexikographische Reihenfolge von
{W € {B,C}?": wenthalt gleich viele B und C}

IA: & minimal — o = B"C"

IS: O nicht minimal —

a =yCBf
=yBCp wird Kleiner!
=B"C" vV
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Beweisskizzd (G) C a"b"c"

Invariante: #a = #(b,B) = #(c,C)
Inshesondere Yw € L(G) :#a = #b = #c.

Es bleibt zu zeigen, dass L(G) C a*b*c”.

Alle a-s kommen for allen b-s und C-s. (§— aSBC,S— aBC)
Das erste b folgt dem letzten a. (@B — ab)
Weitere b-s folgen existierenden b-s. (bB — bb)
Das erste C folgt dem letzen b. (bC — bo)
Weitere C-s folgen existierenden C-s. (cC — c0)

S— aSBC,S— aBC,CB — BC,aB — ab,bB — bb,hC — hc,cC — cc|
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Chomsky Hierarchie

030

( alle Sprachen A
ol Typo: A
T —
g ( Typl: kontextsensitiv)
% Typ2: kontextfrel
Q
= Typ3: 2% | 5
@ regular 2|5 a7 o |-o
ol ol S
=
o ~ o %
o %

apl0siquIe.Ids
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Todo

[J Zuordnung Grammatiktypen < Maschinenmodelle

[] Zeigen, dass die Sprachbeispiele nicht mit einfacheren Typen

erzeugbar sind
[J Sprachbeispiel fiir Typ 0

1 Algorithmen und Beweistechniken fiir Standardprobleme
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1.1.3 Wortproblem

Das wichtigste Standardproblem fir formale Sprachen.
GegebenG = (V,Z,P,S),we *

Frage:w e L(G)?

(= S>w?)

032
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Das Wortproblem fir Typ-1 Sprachen

GegebenG = (V,%,PS),we Z*
Frage:w e L(G)?

Betrachte den endlichen Graphen H = (U, E) mit
U={xe(ZuV)*:|x| <|w[}und
E={(xy):x=cy}

W € L(G) gdw. wistin H von Saus erreichbar.

Korollar:

Das Typ-1-Wortproblem ist in endlicher Zeit algorithmisch I6sbar.

Frage: Warum klappt das nicht bei Typ-0?
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Beispiel
abc ¢
G=({SB,C},{ab,c},P >
P={S— aSBC,
S— aBC,
CB—BC, S aBC
B- B oSS
bB — bb ahC
o b’ C 3B
- a ! abc
¢ ccc
C CC
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Laufzeitabschatzung

GegebenG = (V,Z,P,S),we Z*

Frage:w e L(G)?

Betrachte den endlichen Graphen H = (U, E) mit
U={xe(ZuV)":|x <|w|}und
E={(xy):x=cy}

Erreichbarkeit geht in Zeit O(|U |+ [V).
Dominierend ist Zeit fur Aufstellung des Graphen
(V] |Z))™ Knoten (1)

X |w| mégliche Ersetzungspunke

X |P| mégliche Produktionen
X O(|w]) Zeit fur Prifung und Ersetzung
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1.1.4 Syntaxbaume (nitzlich fir Typ 2)

Geordneter Baum beschreibt Ableitung (Typ2) SSw unabhéngig von
der Reihenfolge der Ersetzung.

Kontstruktion aus Ableitung
S=X1=>Xo= - =>Xy=XeX"

Wurzel S

In Schritt | wird A — Z=12,...,Z ersetzt.

— Knoten fiir A bekommt Nachfolger 71, ..., Z.

Beobachtung: Blatter sind die Zeichen von X.
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E=

=E+T

=T+T
=T+«F+T
=T*xFxF+T
=F«FxF4+T

s axFxF+T

= araxF+4+T

= axax(E)+T
=axax(E4+T)+T
=axax(T+T)+T
= axax(F+T)+T
= axax(@+T)+T
= axax(@a+F)+T
= axax(at+a)+T
= axax(at+a)+F
= axax(ata)+a

E—-E+T
E—-T
T—-TxF
T—TxF
T—-F
F—a
F—a
F— (E)
E—-E+T
E—-T
T—F
F—a
T—-F
F—a
T—F
F—a

A

AN

» —T—

D -
N

i
]
a

(/R)

+

® —T1—— —TI
o —T—
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Linksableitung

In jedem Schritt der Ableitung:

ersetze die linkeste Variable

Beispiel: vorherige Seite

1-1 Beziehung Linksableitung«= Syntaxbaum
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Beobachtung (Satz) (fur Typ 2)

X € L(G) < 3 Ableitung von X

039

< 3 Syntaxbaum mit X an den Bléattern

< d Linksableitung von X

Aufgabe: Definiere Rechtsableitung mit Eigenschaften
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Beispiel fur nichteindeutigen Syntaxbaum

G=({E},{a,+*()},PE) mit
P={E —E+E,
E — ExE,
E—a
E—(B)}

N

A~ 7T A
/R*/If\ a E*j

ECR)
BN

A

S
(kD)
Ll

040

N

é
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1.1.5 Backus-Naur-Form

nicht hier




