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1.2 Regulare Sprachen (Typ 3)

o 3

~~ (nicht)deterministische endliche Automaten

~~ regulare Ausdriicke
[ Nichtregulare Sprachen

] Abschlusseigenschaften
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1.2.1 (Deterministische) endliche Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat besteht aus:

(auch endl. Akzeptor oder deterministic finite automaton—=DFA)
Ol Q einer endlichen Menge von Zustanden;

[J 2, einer endlichen Menge von Eingabesymbolen, (Alphabet);

Eingabeband
[ 6: QxZ— Q, einer Ubergangsfunktion; TTTT T ]
[ se Q, einem Startzustand; wes" 5 1 >
[0 F C Q, einer Menge von Endzustanden.
e Q
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Was tut ein endlicher Automat?

Wir erweitern die Def. von O fiir Worter:

é(qv 8) =q R

o(g,aw) = 6(5(q,a),w)
Eingabezeichen

A=(Q,Z,9,s F) akzeptiert die Sprache
L(A):= {we ¢ S(s,w) € F}

Aquivalente Definition:

S(e)=q
o(g,wa) = 6(5(q,w),a)

Beweis: Ubung

o 3

— ein Zustandsiibergang je

(Schéning: T (A))
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Graphinterpretation

A=(Q,%,d,sF)

Ga=(QE)
mite= (q,q) € E, Beschriftung £(€) = afalls g = &(q,a)
Multigraph!
Lemma:
Ywe X :welL(A) <
JAbarbeitungspfad P = squp--- f = s 01 & X
mit f € F, der mit W= agay - - - a beschriftet ist.
Beweis:Ubung
Terminologie:

Wenn wir von Pfaden in A reden, meinen wir Pfade in Ga.
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Notation fur Pfade Dualitat: Grammatiken «— Maschinen

P =s0102- - - f Folge von Knoten Grammatiken erzeugen Worter.
a a; .
P=s>3 a1 3. i f Folge von (direkten) Ubergéngen Maschinen akzeptieren/erkennen/parsen/verbrauchen Wérter.

P=s% f mitw= a; - - - . P ist mit W beschriftet
q:*>r es gibt Pfad von g nach ', d.h., I' is von ( aus erreichbar
Es gilt S=5 (Reflexivitat)
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Endliche Automaten: Einfache Beispiele Beispiel: Erfolgreiche Bezahlvorgange

{} £ a © 0 o g g
(3) Z% a el @
s i={e | —={s ={aj=[e]

2\a —

40=150

&cC 6oC| G9c cl® &
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Vervollstandigung
Oft geben wir nicht alle Funktionswerte von O an.

Konvention: Es gibt immer einen Fehlerzustand € mit
0(g,c) = ewenn kein anderer Wert angegeben.
o(e,c)=evce
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Satz:

Durch DFAs erkennbare Sprachen sind vom Chomsky Typ3

SeiA=(Z,%,8,SF) ein DFA.
Betrachte die Grammatik G = (Z,%, P, S) mit

P={Q—aQ:5(Qa)=qQ}u

€ a {Q—a:d(Qa=QeF}u
2 @ a L2 {S—€e:SeF} .
—=S fr>e | —={s_r>af>e |
U
2\ a 2.2.L(G) =L(A) (gof. € eliminieren. . .)
a
—=s | {a]
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Beispiel: {a"b™:n>1m> 1} Durch DFAs erkennbare Sprachen sind vom Chomsk p3
m SeiA=(Z,%Z,0,SF) ein DFA.
a b ) _ _ _
S A 1B | Betrachte die Grammatik G = (Z,Z, P, S) mit
P= aQ :9(Q,a)=Q'}U
G- ({SAB).{ab}.P.9 19— ad:5(Q2) =2}
q c|aqo) cp {Q—a:d(Qa=QeF}uU
S a A S_ aS {S—¢€:SeF} .
A al A A— aA 2.2.L(G) = L(A)
A b B A—DbB,A—Db Idee: 3 1-1 Beziehung zwischen
B b| B B—bB,B—b Ableitungen S= W1A; = WiWoAs = - -+ = WiWs - - -Wn_1An_1 = Wund

Was ist mit 5(S b) ?

DFA Berechnungsspfaden s Al = Ay L
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Beweis L(G) = L(A):

Falw=¢e€clL(G)S—ecPoSceFeecl(A

A=(Z,%,0,SF),G=(Z,Z,P9mitP={Q—aQ :d(Q,a) =Q}uU
{Q—a:d(Qa)=QeF}U{S—¢e:SeF}
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Beweis(skizze) (G) = L(A) Fall |w| =n,n> O:

Wy - Wh € L(G)
& S= WA = WiWoAY— Wy - - - Wn_1An_1 = Wy - - - Wn,
& {S— Wi1A1, AL — WoA2, ... ,An2 = Wn-1An-1,An-1 — W} CP
< O(Swy) =A1,0(A1,W2) =Ag,...,0(An—1,Wn) =AnEF
< 3 Berechnungspfad s Aq = Ao % o An1 “ AneF
& Wy -+ Wp € L(A)
(In 2 Richtungen lesen. ‘<’ jeweils begriinden) ]

A=(Z,Z£,0,SF),G=(Z,Z,P9 mitP={Q—aQ :d(Q,a)=Q'}uU
{Q—a:d(Qa)=QeF}Uu{S—¢e:SeF}
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1.2.2 Nichtdeterministische (endliche) AutomaterN

Satz: Chomsky Typ3 Sprachen sind durch endliche Automaten

erkennbar.
(Umkehrung des Hauptsatzes von Abschnitt 1.2.1)
Problem: Beweis umdrehbar ?

Nicht mit DFA !
z.B. ist aktuelle Variable

bei Chomsky-3 Ableitungen nicht eindeutig bestimmt.
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Der Plan

Chomsky-3

NFA
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Nichtdeterministischeendliche Automaten NFA
] mehrere erlaubte Ubergange fiir gegebenes Situation
(Zustand, Eingabezeichen)
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Nichtdeterministischer endlicher Automat A

[ Q, Zustandsmenge

[ 2, Eingabealphabet

0 &8: Q x I — 29, Ubergangsfunktion

(] se Q, Startzustand

O F C Q, Endzustande

Zustandstibergang von (| nach g’ bei Eingabe von a: ' € 8(q,a)
i.allg. mehrere Mdglichkeiten!
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Nichtdeterministischer endlicher Automat A

Variante (a4quivalent) — O als Relation.

U Q, Zustandsmenge

[ Z, Eingabealphabet

[J 0 € Q x Z x Q Ubergangsrelation

] se Q, Startzustand

O F C Q, Endzustéande

A kann Zustandsiibergang von g nach @ machen wenn a eingegeben
wird und (q,a,q) € J.
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Erweiterung von o
Zustandsmengen:d : 29 x ¥ — 29

5(M,a):= U d(p.a)
peM

Zustandsmengen und Eingabeworted : 29 x 5 — 29

L(A):= {WE 5% 6({sh,w)NF # (Z)}
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(Multi)Graphinterpretation fur L(A) Lemma: 3(M W) = {q €Q:3peM:pX q}
A=(Q,%,9d,sF) Beweisdurch Induktion iiber |w|:
Ga=(Q,E) Funktionsinterpretation von 0 6(M.¢) T {s}
mite= (q,q) € E, Beschriftung £(e) = afalls € d(qg,a N+l _
(a,9) () | q. (q ). SM.aw) — 5(5(M.a).w)

Ga=(Q,9) Relationeninterpretation von & _ {r €Q:3qe5(M.,a):q w r} )
schreibe Kanten emit £(€) = aals (0,a,q). _

_ o _ :{reQ:HpeM,qeé(p,a):ql‘ér} (Def. 3)
~Multi“=parallele Kanten erlaubt (unterschiedliche Beschriftungen)

a _ a o _ :{reQ:HpeM:p@gr} (Graphint.)

WeLA) < IpadP=sZ @ 2. X finAlnG@A):

feFAwW=ajay - a
In Worten: Ein Pfad von S zu einem Endzustand ist mit W beschriftet. g

Korollar: L(A) = {we 2F:dzeF: sgz}
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NFA—DFA Potenzmengenkonstruktion

Gegeben: NFAA= (Q,Z,0,s,F) A=(QZ,9,sF)
A= (29,5,6,{s},F),F:={MCQ:MNF # 0}
Behauptung: L(A') = L(A)

Satz: (Potenzmengenkonstruktior)
[Rabin, Scott 1959, IBM J. of R&D]

DFAA'= (22,5, 3,{s},{M C Q: MNF # 0}) akzeptiert L(A). Bewels:

Ubung: Entwerfen Sie einen Algorithmus, dessen Eingabe der NFA A L(A) = {W S 8({8} ,W)NF # (D} Def. L(A)
und e-ir.1 Wort VYist und der. O({s},w) in zeit O'(|w] - \5\)-berechn-et. _ {W e S({sh.w) € F/} Dot
Dabei ist | 8| die Anzahl Eintrage der Form p € &(q, &), die bendtigt

wird, um O zu definieren. =L(A) Def. L(A')

(0 tanzt hier auf zwei Hochzeiten 1) O
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Beispiel
q |3&@o @y
Q 0. 01 0
S 51 S s =1 F={2 }={3 ]

s, 1 s 12 S,2

S,2 s, 1,3 s,3 @
s, 3 s 1 S m
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0,1

Allgemeineres Beispiel 5
0,1 0,
RS 8L )

Satz: ADFA A = (Q,%,0,s,F) : L(A') = L(A) A |Q| < 2
Beweis:Annahme: A’
— Ix#£ye {0, 1}k 10(s,X) = 0(sY) (Schubfachprinzip)

0 wahle i mit X[i] # Y[i],
512 |s123 523 f's sl |\\o oBdA giltX[i] = 0, y[i] = 1
13 | 512 s2 52 o 1 /s 3 Also X0+ € L(A) = ik ,OJ‘,T"]
523 | s13 83 01 und yO' 1 ¢ L(A). BN ECEEESS |
oale1ns sns T Fets Aver, §(5,X0%) = 3(3(5,X), 074 y[TT T[] 0
S 1,4 S 1,4 S, <, =K NG i— S i—
s 23 (515123 =05(3(sy),071) = 5(s,y0' ). k
1 @ Also werden x0' 1 und yO'*l entweder beide akzeptiert oder beide
abgelehnt.
Widerspruch. O
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Implementierungshinweise Typ-3—NFA

Nur von {S} aus erreichbare Teilmengen erzeugen:

Q':={{s}} Il states oy
Queue todo:= Q'
while 9M €todo do
todo:= todo\M
foreachac Z do
if M’ = 5(M,a) ¢ Q' then
insert M’ into Q/
insert M’ into todo

oft |Q/| < 219l

Sei G = (V,Z,P,S) eine Typ3 Grammatik.
Betrachte den NFAA= (VU {f},Z,5,S{f}U{S:S— e € P})

mit

d={(q,aq):g—aq e P}uU
{(@.af):qg—aecP}

(Relationennotation v. 0).

Es gibt eine 1-1 Beziehung zwischen Ableitungen der Form

S= WAL = WiWoAo = - - = WiWo - - - Wh—1An—1 = Win G und
akzeptierenden Pfaden der Form

SﬂAlﬂ%Azﬂ% ™ f durch A

Alsoist L(A) =L(G). "
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Mehrdeutigkeit bei Typ-3

Satz:VL € Typ-3 : 3 Typ-3 Grammatik mit eindeutigen Ableitungen.

Chomsky-3
Chomsky-3

NFA

FA

Beweisskizzesei A DFA mit L(A) = L.
Die zu A korrespondierende Typ-3 Grammatik hat eindeutige

Ableitungen.
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1.2.3 Regulare Ausdrucke
Ein regulérer (?) Ausdruck beschreibt eine regulére (?) Sprache.

Ausdruck | beschreibt Bemerkung
0 0

€ {e}

a {a} aez
aup L(a)UL(B) | o beschreibt L(a) (Synonym: a|f3)
a-B L(a)-L(B) B beschreibt L(f3)
(a) L(a)

ar L(a)*

at L(a)™*

Nachlassigkeiten: ' weglassen, L(-) weglassen
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Syntax (reg. Ausdriicke) versus
Semantik (reg. Sprachen)

Computerprogramme bearbeiten syntaktische Objekte.

Programmverifikation

Wir beweisen auf semantischer Ebene, dass die Objekte korrekt

verarbeitet werden.
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Beispiele

[J vorletztes Zeichen 0: (0U1)*0(0U 1)

[J enthalt 10: (0U1)*10(0U1)*

[J enthalt nicht 10: 0*1*

[J enthalt 101: (0U1)*101(0U1)*

O enthéalt nicht 101: 0*1* U (0*17100)*0*1*10(e U 00" 1)

[J ganze zahl: (eU+U—)(1U---U9)(0U---U9)*UOD
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Satz: Regulare Ausdrickes Typ-3 Sprach

[Kleene]

Der Plan

Zu zeigen:

— regulérer Ausdruck O
~» NFAAmitL(a) =L(A)

«— DFA A

Chomsky-3 ‘

FA

NFA

~ reguldrer Ausdruck o mit L(a) = L(A) \ RegEXp

e
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Regularer Ausdruck — NFA

Beweisidee:
baue Automaten fir Teilausdriicke

stopsle diese zu Automaten flr komplexere Ausdriicke zusammen

Theoretikersprache:

Strukturelle Induktion Uber die Struktur eines regularen Ausdrucks.
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Basisfalle

{} £
(5)

@Z%%sg
2\ a

a

035

>

1ar

2
— e

— 7

2]
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RegExp—NFA: L1UL»

Ar = (Q1,%,01,81,F1) mit L(Ag) =Ly
Ao = (Q2,Z,0,%,F) mitL(A2) = Lo
sowie Q1NQ2 =0

A= ({sfUQiUQ.,Z,0,s,F)
O verhalt sich wie Oy / fur Qy/2
Vae3:8(s a):= 8(s,a) US(s, a).

F:=

FFURU{s} falssg e RV ER \_aj I:I
FFUR sonst AQ F — 3
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Beweis vonL; ULy C L(A)
Seiw € L1 = L(A1) beliebig.

Fallw= &

— € —seF—welL(A).
Fall w = ax:

— JpPad P =533 f e R CF

—— J Pfad P:S:a>qlzx>f1€ F
—weL(A) —=S |
\AS L2=L(A2>

— - —>WELA).
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Beweis vonL(A) C L1 UL>

Sei W € L(A) beliebig.

Fallw=¢ —seF—s eFRVvsehk
—E€eliveel,— e lL1ULy

Fall w = ax:

— 3JpPfad P=s2qg=>f e F.

Fallg=0Q; € Q:

— 3JPfad P = s~ q1=f € Fy.
(von Q1 sind nur Zustande in Q1 erreichbar.)
—ax=we L1 CLiUL>

sonst: — =0 € Q2
—— J Pfad P2282:a>qZ:X>f ek
—ax=wely,CLiUL>
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Li-Lo

Al = (Q17 27 6].)819 Fl) mit L(Al) = Ll
AZ = (Qszv 627527 FZ) mit L(AZ) = L2
sowie Q1 NQ2=0

A= (Q1UQ2, 2, d,51,F),VaeX:

01(0,a) falls € Q1 \ Fy
5(q,a):= { 81(q,8) Ud(sp,a) fallsq e Fy
%(q,a) sonst
Foe {Flqu falls S, € B
F sonst

Beweis: Ubung
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Positive HiilleL™ = [ JL'

i>1

A=(Q,%,5,sF)mitL(A) =L
AT:=(Q,z,0"7,sF),Vaez:

5+ (q.a):= o(q,a) falsqe Q\F
b o0(g,a)uUd(s,a) fallsgeF

LA
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Beweis vonL(AT) C L™

Sei w € L(A™) beliebig (OBdA W # &)
SeiP= si’éqOQf ein akzeptierender Pfad fur W.

Zerlege P an Ubergéangen der Form fjiﬁqj F D
mitqj ¢ 6(fj,a;), j € 1.i,i >0.

—qj € Fj,q; € (s a).

m

apXpay Xy @i X =W
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Beweis vonL' C L(A") fur i >1

Seiw =Wy ---W; € L' beliebig (OBdA £ # w; € L).
a X, . :
Betrachte Pfade P} = Szﬁquﬁfj, jeli fjeF, die

w1 € L,....w; € L bezeugen. F
I W )

—sP= Sri%qlg f1%(]2§ f2:*> fifliﬁqii fi

ist Pfad in AT, der w € L(A™) bezeugt.

m

P= s%qoé’; flgfhg fo=f; %qié f — WeL(AT) 0
Definiere Pj:= Siqjgfﬁl (mit fiq:= f).
— V] € 0..i : Pj ist akzeptierender Pfad in A.
—welt 0
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Kleensche HulleL*

Baue Automaten fur e ULT = L*.

Chomsky-3 ‘

£
et

RegExp

o 1 0u1 0
~d Belsplele
1

(Oun)*0

(0u1)*0 (Ou1)(Oul) [~ )0
0 I (]
1D

-—A =
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Beispiele

(Ou1)*0 (Oul)(Oul)
0

(Ou1)*0 (Ou1)(Oul)

~He s
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Exkurs: Anwendung Texte durchsuchen

Unix-Tool grep:gr ep  REGULAR- EXPRESSI ON FI LE

[J Suche all Teilstrings in FILE, die in L(REGULAR-EXPRESSION)

sind

[J Viel syntaktischer ZuckerguR: Bereiche a- g, vordefinierte
Ausdriicke z.B. : al num ,vorgegebene Anzahl

Wiederholungen,...
[J Aber alles ist leicht in einfache reg. Ausdriicke libersetzbar.

[J Schnelle Ausfiihrung durch Ubersetzung in deterministische

endliche Automaten.
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Anwendung Scanner-(Generatoren)| ex, f |

Eingabe: Ein System von reguléaren Ausdriicken

Ausgabe: Ein endlicher Automat (C code),

Laufzeit-Eingabe: Das Programm als Zeichenkette

Laufzeit-Ausgabe: Das Programm als Folge von Token (Pakete) wie
Zahl, Bezeichner, Schlusselwort.

[J zeitkritisch, weil nur hier jedes einzelne Zeichen angefasst wird,
Kommentare weggeworfen werden, Dezimalzahlen binar

gewandelt werden,. ..

[J normiert die Darstellung, durch Entfernen von Leerzeichen
Varianten von Zahlreprésentationen,. ..

[ vereinfacht die nachfolgende Syntaxanalyse
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Ahnliche Funktionalitat

[] Editoren, z.B. emacs

[J Skript-Sprachen wie Perl (beriichtigt?)
O java. util . regex Bibliothek
[J C++ Boost.Regex Bibliothek

(] .net framework

[J Vorverarbeitung beim Parsing von xml Dokumenten
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Exkurs: e-Ubergange

wir erlauben spontane Ubergéange

ohne Verbrauch eines Eingabezeichens.
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ENFA
(] Q, Zustandsmenge
[J 2, Eingabealphabet
0 5: Qx (ZUg) — 29, Ubergangsfunktion
[] se Q, Startzustand

[0 F C Q, Endzustande
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Beispiel: 0* U 1*

!

!

G [He
Y
3

&N [
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RegExp— eNEA: L1UL»

A1 = (Q1,%,01,81,F1) mit L(A1) = Ly
Ar = (Q2,2,0,%,F) mit L(A2) = Lo
sowie Q1NQ2 =0

A= ({S} UQiUQo,2, 5,8, FU Fz)

O verhalt sich wie Oy /5 fur Qq /2

spontane Ubergange von Snach $; und Sp.
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Li-Lo

A= (Ql,Z, N, S, F]_) mit L(A]_) =11
Ao = (Qz,Z,éz,SQ, Fz) mit L(Az) =1Ly
sowie Q1 NQ2 =0

A= (Q]_ UQ2,2,0,5, Fz)

O verhalt sich wie Oy /5 fur Qy /2
spontane Ubergange von Fy nach Sp.

AL LI~

L
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Positive HiilleL™ = [ JL'
i>1

A=(Q,Z,5,sF)mitL(A) =L
O verhalt sich wie O

spontane Ubergange f — svf € F.
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eNFA A ~>NFA A

Beweisidee:
ersetze mit € und einem Buchstaben beschriftete Pfade in A durch

explizite Ubergange in A

Vorsicht mit Endzustanden.
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DFA—RegEXp Chorsky-3

NFA
Ziel: DFA

(] Kein ,Sprachenzoo® \ RegEXxp

[ regulare Ausdriicke sind universelles Interface

[J reverse engineering (vielleicht)
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Beweis:geg: DFAA= ({1,...,n},%,d,S,F)
ges: regularer Ausdruck o mit L(A) = L(a).
Fur f e Fseils = {WE DI S(S,W) = f}.

DaL(A) = U L+, geniigt es, einen RegExp fiir L zu finden.
feF
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geg: DFA A; = ({1,...,n},%.9,5,{f})

ges: regulérer Ausdruck o mit L = L(Af) = L(a).

seiLij = L(({L....n}.%.8.0.{j}))

Also insbesondere Lgf = L.

Linj]:: {we >* : JAbarbeitungspfad | — j=iPjmitPe {1,... ,m}*}
Beachte, dass Ljj = LlnJ

Wir konstruieren Li”j‘ induktiv

aus den regularen Ausdricken fur kleinere m.
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59
L= {WE >* : Jabarbeitungspfad | = j = iPj mit P & {1,...,m}*}
k

geg: regulare Ausdriicke aikjv K < mmit L(aikj) =L

ges: o] mit L(af}!) = L{}

o (a)
Falm=0,i=j:aj= [J aue =
ac:o(i,a)=i
Falm=0ji#j:a)= |J a Vfar:
acs:5(i,)=] S]]
Fall m~» m+ 1:
a™l_gmygm . (am )* am ..
i — Hij i,m+1 m+1,m+1 mH-1,j
[ F={T.mp=m+I}={T.m}=] |
O
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Beispiel 0

1 7 1
il% 1710

ad =1ue ad,=0U¢ ad,=0 ad; =1

af, =aguap;-(agy)*-ag, az, =03,Uas;-(afy)*-ad,
=0U(lueg)-(1ug)*-0 =0UeUl-(1Ug)*-0
af, =apuad, (a3,)"-ax
— 1°0U 170 (L*0UE)* - (10U g)
— 1°0(10)*
L(a2,) =L2,= Lo =Ly, wobei F = {2}.
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1.2.4 Das Pumping Lemma (fur reguléare Sprachen)

L regular
—3dneN:vwel:|w >n
— U, V, X . W= UVXA

1. Iv| > 1A

2. luv| < nA

3. VieNp:u/xel
In Worten:

Hinreichend lange Worte einer reguléren Sprache lassen sich durch

Wiederholung eines nichttrivialen Mittelteiles ,aufpumpen®.
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Beweis Pumping Lemma

Lregular — Ine N:vwe Z* @ |w| > n— Ju,v,X:

W= UVXA V| > 1A |uv| <nAVI € Ng:uvxe L
Beweis:sei A= (Q,Z,9,0o,F) DFA mit L(A) = L.
Sei N = |Q| und W € L mit [w| = m > n beliebig.

—

Wit1 X

Seien (o, . . . , m die durchlaufenen Zusténde.

---- o
u (Wi

(Fi<j<n:ig=qj) — |[v|>1 |uv < n, uvxwird ebenfalls akzeptiert
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Beispiel: L = {abX: k e N}

Annahme L regulér.

Sei N der Wert aus dem Pumping Lemma und betrachte

w = a"b" = uvx so dass laut Pumping Lemma UX € L.

luvy <n v >1—v=a’fireinl>1

ux=a""‘pb" e L.

Widerspruch. ]
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Beispiel: Wohlgeformte Klammerausdriicke L)

Annahme L regulér.

Sei N der Wert aus dem Pumping Lemma und betrachte
w = (")" = uvx so dass laut Pumping Lemma

UX € L) sowie [v| > Lund [uv] <n.

Dannist V= ('

und ux = ("N ¢ L() Widerspruch.
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L ={0P: pist Primzahl}

Annahme L regular.

Sei N der Wert aus dem Pumping Lemma.
Sei p > N+ 2 Primzahl.

— 0PelL=uwy,|v|>1 |juw| > 2
Pumping-Lemma: uvI"™w € L.

— |uw| + [uw]| - [V| = |uw|(1+ |V]) ist Primzahl.
Zwei nichtriviale Faktoren [uw| > 2und (14 |v|) > 2.

(3 unendlich viele Primzahlen)

Widerspruch. ]
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Das Pumping-Lemma ist
keine hinreichende Bedingungtr Regularitat

Beispiel:L = {cMa’b’ : m,¢£ > 0} U {a,b} " ist nicht regular, aber
Sein > 1, x € L beliebig mit |X| > n.

Fall x € a*b*:
Schreibex= & a aMp™ ™1
S~ ——
u A\ w
1. |vj=1>1

2. Juv=1<n

3. ww=aa"m" ™1 cah* CL
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Das Pumping-Lemma ist
keine hinreichende Bedingundgtr Regularitat

Beispiel:L = {cMa’b’ : m,¢£ > 0} U {a,b} " ist nicht regular, aber
Sei N (sogar) beliebig, W € L beliebig mit [w| > n.

Fall w € a*b*: Kein Problem.

Fall w=a™Ma‘’b’, m> 1:

Schreibew= ¢ ¢ c™la'b’
N e
u \" X

1. |vj=1>1
2. luvj=1<n

3. uvix=cmIHalp! e L
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1.2.5 Aquivalenzrelationen und Minimalautomaten

Idee: arbeite direkt mit L ohne Bezug zu einem konkreten Automaten.
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Zur Erinnerung: Aquivalenzrelationen Verfeinerung: Rverfeinert R gdwRC R
Eine Relation RC Y x Y heisst Aquivalenzrelationen gdw. sie: Lemma: Rverfeinert R — V Aquivalenzklassen [X|r : [X|r C [X|r
L] reflexiv VX : XRX Bewels:
O transitiv Vxyz: xRy AN yRz — xRz yeXre (x) €R
O symmetrisch ist. Vxy : xRy — yRX "R (v,x) €R @
Aquivalenzklasse: [X] = {y: XRy}. Aq.-Klassen sind gleich oder eyeMr
disjunkt und induzieren eine Partitionierung \/f)n Y, d.h., Korollar: Rverfeinert R — index(R) > index(R’)
jedes Element von Y gehort zu genau einer Ag.-Klasse
Index: index(R):= |Aquivalenzklassen| = [{[X] : X € Y}| @
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Nerode Relation

Zur Sprache L ist die Nerode Relation
Ri={(xy) €I x2":VzeZ :xzeLsyze L}

Idee: Aquivalenzklassen entsprechen Zustanden.
Wieso? Genauer!

DFAs induzieren Aquivalenzrelationen
SeiM =(Q,Z,0,s,F) DFAmit L(M) = L.

Rv:= {(x,y) €T x T 1 8(5X) = S(S,y)}.
Aquivalenzrelation! Eine Aquivalenzklasse pro

(von Serreichbarem) Zustand.

Lemma 1: Ry verfeinert die Neroderelation R_. =

{(xy) e X*xZ*:Vze 2" i1 xze Lo yze L}
Beweisskizzez.z.
V(Xy) € ZF x Z*: 3(s,x) = 3(s,y) —Vz:xzelLeyzel
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Unendlicher Index der Neroderelation

Beobachtung:index(R_) = o — L ist nicht regular.

Beweis:Annahme L ist regulér.
— 3JDFAM = (Q,Z,9,s,F) :
— Ry verfeinert R__.

— |Q| > index(Ry) > index(R.) = .
Widerspruch

L(M) = L.

Ab jetzt: index (R.) < oo.
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Aquivalenzklassenautomat

Ri={(xy) €eZ*xZ":Vze X :xze L& yze L}

Idee: wenn die Aquivalenzklassen [Wy], ..

074

., W] von R__ zu den

Zustanden eines DFA M= korrespondieren, so ist dieser wegen

Lemma 1 DER zustandsminimale Automat fur L.

M=:= ({[w1),..., W]}, Z, 0=, [€],F=) mit
Fo:= {[w]:we L} und

5=([w],a):= [wal.

Lemma: d= ist wohldefiniert

Lemma: 6 ([g],w) = [w]

Lemma: L(M=) =L
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Aquivalenzklassenautomat

Ri={(xy) €Z"x2":Vze X :xze L& yze L}
M=:= ({wal,..., Wi}, 2, 0=, [€], F=) mit

Fo:= {(w]:weL}und

= ((w],a):= [wal.

|?‘|

Lemma: d= ist wohldefiniert

Also XR y — Vae 2 : xaR ya
XRYy—VzeZ*:xzelL&yzel
—Vaze ¥ x(az) e L < y(az) e L
&VaeX:vVzeX': (xa)zelL < (yajzel
—VYae 2:xaR ya

Rechtsinvarianz

insbesondere
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Aquivalenzklassenautomat

Ri={(xy) eZ*xZ":Vze¥ i xze L& yze L}
M= ({[wal..... Wi}, 2, &2, €], Fe) mit

Fo:= {[w]:weL}und

5=([w). a):= [wal.

Lemma: 6=([],y) = [xy]

Induktion diber yl:

5-(x.€) = X.

: Def o= 2

5-(p,aw) "L 5 (8- (([x],a),w) L & ([xal,w) =

076

[xaw]. O
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Aquivalenzklassenautomat: akzeptiert_

Ri={(xy) €T x2":Vze X :xzeL< yze L}
M=:= ({[w1],..., W]}, Z, 0=, [€],F=) mit

Fo:= {[w]:welL}und

O=([w],a):= [wal.

Lemma: L(M=) = L.

weL(Mz)

& 5_([g],w) € {w] :we L} Def. M=
& w e {[w]:wel} voriges Lemma
S weL. Ag.Klassen sind ganz oder garnicht in L
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Beispiel

L € {0,1}" sprache aller Wérter mit gerader Zahl an Einsen und

gerader Zahl an Nullen

Aquivalenzklassen?
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Beispiel

LC {O, 1}* Sprache aller Worter mit gerader Zahl an Einsen und

gerader Zahl an Nullen

Aquivalenzklassen:

[£],10], (1], [0]
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Beispiel

L € {0,1}" Sprache aller Wérter mit gerader Zahl an Einsen und

gerader Zahl an Nullen
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Satz von Nerode

Sei
Ri={(xy) €Z"xZ":Vze I :xze L& yze L)
L nicht regular — index(R_) =
L regular — Sei
M=:= ({[w1],...,[Wk]},Z, 0=, [€],F=), und
M =(Q,Z,d,s,F) beliebiger DFA mit L(M) = L.
Es gilt L(M=) = L und Ry ist Verfeinerung von R, .
Korollar:

Alle zustandsminimalen Automaten fiir L sind isomorph zu M=.

(gleich bis auf Zustandsumbenennung)
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Gegenbeispiel NFA

Es gibt strukturell unterschiedliche zustandsminimale NFAs fur
(0OU1)*1.
0,1 0]

O G o0

1

1

Ubung: Ubergangsfunktionen hinschreiben
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Konstruktion
eines zustandsminimalen Automaten

Vorverarbeitung

Entferne Zustande, die von Saus nicht erreichbar sind.

Algorithmus: Tiefensuche im Graph Gp von Saus.
Markiere alle erreichten Zusténde.

Entferne nicht erreichte Zustande.
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Vorverarbeitung — Beispiel

1 Kante im
\0 Tiefensuchbaum

1 i [ ]
D erreichter Zustand

—0
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Aquivalente Zustande Entfernen aquivalenter Zustande

Idee: betrachete DFA M = (Q,Z, 3, s, F) (ohner nichterr. Zustande) Betrachte AT € QI =1 mitr #S

M nicht zustandsminimal — Entferne I':

Ry verfeinert RL — M= (Q\ {r},Z,d8',s,F\ {r})) mit

dq#r € Q: AgKlasse(q) U Ag-Klasse(r) C K 5'(t,a):= q falls 0(t,a) = r. a @ |::> &g

fir eine Ag-Klasse K von R_ ’ 5(t,a) sonst

solche g, nennen wir aquivalent, q = T. Lemma: L(I\/I’) —L

Insbesonde[e: A Beweis: Ubung

YweZ*:o(qw) eF < do(r,w) eF
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Zustandsminimierung

Erster Versuch:

Function minDFA(M)
remove states not reachable from S
while 9g,r e Q: g=rAq#rAqg#sdo
remove ( from M
return M

Problem: wie findet man &aquivalente Zustande?
g=rgdw.Vze€2*:06(09,2) e F < 0(r,z) € F

Allquantifizierung Gber unendliche Menge!

Nichtaquivalenz von Zustanden

g=rgdw. Vze 2*: 3(q,z) €cF @3(r,z) eF

q#rgdw. 32€ 5% :5(q,2) €F 4 6(r,2) € F
Z bezeugt Nichtaquivalenz.

CrD

Problem: finde Zeugen fir Nichtaquivalenz
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Klrzeste Zeugenfur Nichtaquivalenz

Vge F.r ¢ F: &bezeugt q# .

Sei W = aw kiirzester Zeuge fiir  Z I.
Beobachtung:w ist zeuge fiir ;= 3(q,a)#£d(r,a) =: r’
Lemma: W ist kiirzester Zeuge fiir o Z r’

Widerspruchsbeweis: Annahme:
w ist kiirzerer Zeuge fur g Z '
— 5(q, W) EFASI W) &F 0BdA
— 3(5(q, a),w’') e FAS(S(r,a),w') ¢ F
— 5(q,an’) e FAS(r,aw’) ¢ F
— aw’ ist kiirzerer Zeuge fiir q £ r
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Klrzeste Zeugenfur Nichtaquivalenz

EbezeugtqZ rfallsqe Fr £F.
Sei W= aw kiirzester Zeuge fiir q Z I.
Lemma: W ist kiirzester Zeuge fur ¢:= 8(qg,a) # o(r,a) =: 1’

Folgerung:
kirzeste Zeugen lassen sich systematisch und effizient erzeugen.
~~ alle Nichtaquivalenzen

~~ Aquivalenzklassen von Zustéanden.

a
- 2 r S
Widerspruch - —
CIrLD CIr
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Beispiel Sei W= aw kiirzester Zeuge fiir  Z I.

LC {O, 1}* Sprache aller Worter mit gerader Zahl an Einsen und
gerader Zahl an Nullen

. 1 0 = O¢ ist kiirzester Zeuge
LS | g )
furt £r.
0 0 _
~~ € ist kiirzester Zeuge

M far s= &(t,0) # 3(r,0) = q.

Lemma: W ist kiirzester Zeuge fur ¢:= 8(qg,a) # o(r,a) =: 1’

Sei N die Menge aller nichtaquivalenten Zustandspaare fiir die es

Zeugen der Lange < K gibt.
Fir welche Zustandspaare {q,r } gibt es Zeugen der Lange k+ 1?
Lemma: {{q,r} CQ:Jacx:{d(q,a),0(r,a)} € N}
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Ein Einfacher Algorithmus

N:=0 /I marked pairs
N:= {{o,r} CQ:qeF & reF} [l pairsto be marked next
while N’ # 0do

N:=NUN’

N:= {{g,r} CQ:Jacz:{d(q,a),d(r,a)} e N}\N

Gesamtzeit: 0 (|2]-|Q[%)

Initialisierung: & (| Q)

Ein Schleifendurchlauf: & (|Z] - |Q|?)

Wieviel Schleifendurchlaufe? Sicherlich < |Q|?.
Genauere Betrachtung: < |Q| Schleifenduchlaufe
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Zustandsminimierung in Zeit 0(|Z| - |Q|log|Q

[Hopcroft 1971]. Geschickte Datenstrukturen.

Leichte Vereinfachung:
[Blum, Minimization of finite automata in O(nlogn) time, Inf. Proc.
Letters, 1996.]
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Wieso Zustandsminimierung

L1 Minimiert Platz fiir Zustandsiibergangstabelle

[J Minimalautomat eindeutig ~~ wir lernen etwas (iber die akzeptierte
Sprache.

Aber, wenn O als Schaltkreis oder Programm repréasentiert ist, wollen

wir deren GréRe und Zeitaufwand optimieren.

Im allgemeinen schwierig ~ aktives Forschungsgebiet
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Beispiel 0.1
Cy 01 01 0
(s =1 =2 b= =k ]
L={0,1}*1{0,1}k*
der Minimalautomat hat 2€ Zustande.

({0,...,2~1} ,{0,1},5,0,F)
o0(q,a) =20+aqeF<qgk-1=1

L | |a
e

e
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Nachweis von Nichtregularitat

] Pumping Lemma:
-+: Leicht handhabbar

—: Nur notwendige Bedingung

] Nerode Relation
+: Notewendige und hinreichende Bedingung index(R,) = o

—: Etwas unhandlicher
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Nerode Relation

Beispiel:L = {a"b":n> 1}

Behauptung: Yk > 1, j # k > 11 : [akb] # [alb]

[akb] = {akb,a"bb,...} = {ab'*1}

also immer K— 1 mehr a’s als b’s.

Folglich sind [ab] und [aJb) disjunkt =
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Nerode Relation

Beispiel:L = {cMa’b’ : m ¢ > 0} U{a,b}*

Behauptung: Yk > 1, j # k > 1 : [cakb] # [calb]

[cakb] = {cMakH b i m>0,i > 1}

also immer K— 1 mehr a’s als b’s.

Folglich sind [cak] und [calb] disjunkt O
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1.2.6 Abschlusseigenschaften

Seien L, L’ regulare Sprachen.

Dann sind folgende Sprachen ebenfalls regular:
LUL’, L* L-L": nach Definition.

L:=3* \ L: Betrachte DFAA= (Q,2,d,s,F) mit L(A) = L.

Sei A= (Q,Z,0,5,Q\ F). Dann gilt L(A) = L.
LNL =LUL/ (De Morgan)
L\L' =LNL

LR: (Spiegelung) Ubung. Hinweis: Induktion tiber reguldre Ausdriicke.
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Produktautomat
Konstruktion eines DFA flr Mengenoperationen

L und L’ seien regulare Sprachen definiert durch DFAs
A=(Q,z,9,sF),

A=(Q,z,d,9,F.

Idee: Ein Automat A, emuliert das Verhalten von A und A’.
Produktautomat: Ax:= (Qx Q,Z, d«, (S,5), Fx) mit

O« ((0,9),a) = (5(a,a),5(d,a))

Definiere F je nach Mengenoperation:

LUL Fy:i=QxF UF xQ
LOL' Fyi=F x F/
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1.2.7 Entscheidbarkeit
einfacher Eigenschaften endlicher Automaten

Wortproblem

wel?
Wandle in DFA A um.
Simuliere A bei Eingabe von W.

Endzustand erreicht?

Linearzeit falls DFA bekannt!
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Leerheitsproblem

L=07
Representation DFA oder NFA A:
L=0« —3f € F : f ist von Saus erreichbar

~> Tiefensuche, Linearzeit, auch fir NFA.

Beispiel

Kante im
Tiefensuchbaum
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Endlichkeitsproblem | — Uber Pumping Lemma

Sei N die Zahl aus dem Pumping-Lemma fiir L (Typ-3)
Behauptung: |L(G)| =w < 3z L(G):n< |z < 2n
Beweis:

ze L(G),n < |z < 2n — Pumpinglemma garantiert |L| = co.
Falls |L(G)| = oo betrachte z € L(G) mit minimalem |z > n.
Annahme |z| > 2n.

PUmPINIET™E 7 — uvw, 1 < V] < |uv] < nuw € L(G) — |uw| > .

Widerspruch zur Minimalitét von |Z].
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Endlichkeitsproblem Il — Kreisdetektion
|L(A)| = 00? < 3 akzeptierender Pfad, der Kreis enthélt.

OBdA: NFA mit F = {f}. Sei Ga = (Q, E),
E={(q,r):Jaczu{e}:red(q,a)}

1. Entferne Zustande, von denen aus f nicht erreichbar ist.
Tiefensuche in Ga = (Q, {(q,r) : (r,q) € E}) von f.

2. Ist von Saus ein Kreis erreichbar? &

Trifft Tiefensuche in Ga von Sauf eine Riickwartskante?

=

Kante im
Tiefensuchbaum

Ruckwartskante im

Tiefe>n>suchbaum
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Vollstandigkeitsproblem
L(A) =2"?

< —3Jg € Q\ F : qist von Saus erreichbar?

~ Tiefensuche, Linearzeit, nur fiir DFA!
(Aquivalent: Leerheit von |3

Vollstandigkeit fiir NFA:

Umwandlung in DFA. Nichts deutlich besseres bekannt.

Sanders: Informatik Ilkovember 16, 2006 o 107

Aquivalenzproblem

L und L’ seien regulare Sprachen definiert durch DFAs A, A
Frage L = L'?

S -Jwi(weLblAawgLl)v(wgLAaweLl')

e -3w: (weLAwel)V(we Lawe L)

& (LNL)u(LnL)y=0
z.B. via Produktautomat RengA
QEAJEA

Problem: langsam
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Aquivalenz von DFAs

L und L’ seien regulare Sprachen definiert durch DFAs

A=(Q,%,d,s,F), A =(Q,z,0 ¢,F).

Idee: der Minimalautomat ist ,eindeutig*.

~~ minimiere beide Automaten und prufe auf ,Gleichheit”.

Problem: Zustandsumbenennungen sind erlaubt. Die Komplexitat des

Isomorphietestes allgemeiner Graphen ist ein offenes Problem.




Sanders: Informatik Ilkovember 16, 2006 o 109

Aquivalenz von DFAs

L und L’ seien regulare Sprachen definiert durch DFAs

A=(Q,%,8,5F) A =(Q,%,8,5,F). obda QNQ = 0.

Frage L = L'? A @

Betrachte A= (QUQ',Z,8,,8,F UF’) mit _iF
5,(q.8) = 5(q,a) falsqe Q F @

’ d'(g,a) falsqe Q A @
Bestimme Aquivalenzklassen der Zustande von A. R

L=L'&s=g. 5 @
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Beispiel
L C {0,1}" sprache aller Wérter mit mindestens einer Null

0, . .
ﬂ Algorithmus zur Markierung aller
»’e 5

indquivalenter Zustandspaare liefert:
{ar}.{at}.{sr} {st} {ur}, {ut}

~ (=S

~~ Beide Automaten sind aquivalent.
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Zusammenfassung Endliche Automaten u.
Regulare Sprachen
[J Einfaches Maschinenmodell

[] Umfassend algorithmisch beherrschbar (Zustandsminimierung,

Konvertierung mit reguléaren Ausdriicken,...)
[ Akzeptierte Sprechen vollstandig verstanden
[ Nutzliche Anwendungen: Textverarbeitung, Compiler, Hardware,. ..

[J Konzept des Nichtdeterminismus




