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1

1 Einführung

1.1 Masc hinenmo delle

1.1.1 PRAM

Das PRAM-Mo dell bietet sic h für die Un tersuc h ung v on parallelen Algo-

rithmen in erster Linie w egen der Einfac hheit der Darstellung an. Es ba-

siert auf der Random A ccess Mac hine, die n ur aus einem auf einem groÿen

Sp eic her op erierenden Prozessor mit k onstan ter Anzahl Registern b esteh t.

Das PRAM-Mo dell parallelisiert dieses einfac he Mo dell durc h w eitere Pro-

zessoren, mit eigenen Registern, die sync hron auf dem Sp eic her op erieren.

Häu�g wird dann angenommen, es w äre zunäc hst n ur ein Prozessor aktiv,

es k önn ten jedo c h b eliebig viele Prozessoren nac h Bedarf �aufgew ec kt� w er-

den. Im F olgenden w ollen wir uns ab er darauf b esc hränk en, dass die Anzahl

der b enötigten Prozessoren im V oraus genann t wird und auc h nic h t mehr

zur V erfügung stehen, diese dafür v on Anfang an aktiv sind. En tsprec hend

wird auc h festgelegt, dass jedes dieser PE (Prozessorelemen te) so w ohl des-

Speicher

ALU

O(1) Register

(a) RAM

Speicher

Prozessoren

0 1 p-2 p-1
ALU

Register

(b) PRAM

Abbildung 1.1: Mo delle im V ergleic h
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sen Index k enn t, als auc h die Anzahl der v erfügbaren Prozessoren. So einfac h

das Mo dell auc h ist, wirft do c h die gemeinsame Sp eic herv erw altung sofort die

F rage nac h Zugri�sk on�ikten auf einzelnen Sp eic herstellen auf. Abhängig da-

v on, wie mit diesen K on�ikten umgegangen wird, w erden die PRAM-Mo delle

folgendermaÿen un terteilt:

ˆ EREW (Exclusiv e Read Exclusiv e W rite) PRAM: Gleic hzeitige Zu-

gri�e sind v erb oten.

ˆ CREW (Concurren t Read Exclusiv e W rite) PRAM: Nur gleic hzeitiges

Lesen ist erlaubt, gleic hzeitiges Sc hreib en nic h t.

ˆ CR CW (Concurren t Read Concurren t W rite) PRAM: Hier wird n un

b eides erlaubt, w as Maÿnahmen b ei Sc hreibk on�ikten erfordert. Dafür

gibt eine w eitere Un terteilung wie folgt:

� common : Eine naheliegende Erw eiterung des CREW PRAM, die

mehreren Prozessoren erlaubt das gleic he Datum auf einmal zu

sc hreib en. Sind sie sic h jedo c h nic h t einig, ist das w eiterhin eine

unzulässige Aktion.

� arbitary : Hier sind auc h Fälle abgedec kt, in denen un tersc hiedli-

c he W erte gesc hrieb en w erden sollen, die Ausw ahl des sc hreib en-

den Prozessors erfolgt jedo c h zufällig

� priorit y : Oft ist es v on V orteil zu wissen w elc her der Prozesso-

ren sic h durc hsetzt, w enn sic h die sc hreib enden Prozessoren nic h t

einig sind. Daher setzt sic h b ei diesem Mo dell der Prozessor mit

dem kleinsten Index durc h. Dieses V erfahren ist nic h t n ur deter-

ministisc h, sondern liefert auc h eine Möglic hk eit zusätzlic he En t-

sc heidungen b eim Sc hreibzugri� zu tre�en.

� com bine : Diese zusätzlic he Op eration b eim Sp eic herzugri� lässt

sic h natürlic h auc h erw eitern, so dass man Mo delle annehmen

k önn te, die b ei einem Sc hreibzugri� eine Op eration auf die zu

sc hreib enden Daten an w endet um sie zu k om binieren. So k önn ten

b eispielsw eise die an einer Sp eic herstelle zu sc hreib enden Daten

aufsummiert w erden.

Bei einer derart reic hhaltigen Vielfalt an Un terk ategorien drängt sic h na-

türlic h die F rage auf, ob diese Un terteilung denn auc h wirklic h not w endig

ist. Hier zeigt sic h sc hnell, dass v ersc hiedene Probleme sic h n ur sc hnell lö-

sen lassen, w enn viele Prozessoren Zugri� auf eine gemeinsame Sp eic herstelle

hab en. Als Beispiel dafür lieÿe sic h eine parallele AND-Op eration angeb en,
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die für n Elemen te auf einer CR CW PRAM mit n Prozessoren in einem

Sc hritt das Ergebnis b estimmen k ann ( 1.1 ). Dafür m uss sic h jeder Prozes-

sor n ur üb er seinen Index ein Elemen t aussuc hen und b ei F ehlsc hlagen einer

lok alen AND-Op eration eine 0 als Ergebnis sc hreib en. Ist es n un allerdings

nic h t mehr erlaubt, dass mehrere Prozessoren zur gleic hen Zeit ihr negativ es

Ergebnis ein tragen, so k omm t mindestens ein F aktor v on logn hinzu, der

b enötigt wird um Sp eic herk on�ikte zu v ermeiden (siehe auc h 1.7.2 ).

1.1.2 Realistisc here Mo delle

Die einfac he Repräsen tation der Prozessorin teraktion im PRAM-Mo dell igno-

riert wic h tige Eigensc haften reeller Systeme. Hier will man sic h v on der star-

k en Annahme en tfernen, dass alle Prozessoren sc hnell auf einen groÿen ge-

meinsamen Sp eic her zugreifen k önn ten. Daher zw ei Mo delle, die der Realität

b ereits näherk ommen:

ˆ (Symmetric) Shared Memory (gemeinsamer Sp eic her): Dieses

Mo dell hat tatsäc hlic h gewisse Ähnlic hk eit mit dem PRAM-Mo dell. Zu-

sätzlic h b erüc ksic h tigt es allerdings Cac hes der einzelnen Prozessoren,

so wie die T atsac he, dass in der Realität ein Netzw erk nötig ist, um die

Prozessoren mit Sp eic hermo dulen zu v erbinden. Neb en der tatsäc hli-

c hen V erw altung der Sp eic herzugri�e k omm t hier no c h �false sharing�

hinzu. Sobald ein Prozessor auf eine Sp eic heradresse zugreift, die ein

anderer Prozessor im Cac he hat, wird eine Sync hronisation erforderlic h.

Selbst w enn der andere Prozessor diese Sp eic herstelle nie b enötigt hat

k ann es passieren, dass sie zu einer Cac hezeile gehört, auf die üb er eine

andere A dresse häu�g zugegri�en wird.

Cache

Netzwerk

Prozessoren

0 1 p-2 p-1

Speichermodule

ˆ Distributed Memory (v erteilter Sp eic her): In vielen parallelen

Systemen ist es nic h t der F all, dass die Prozessoren auf einem gemein-

samen Sp eic her arb eiten. Stattdessen b esitzt jeder Prozessor hier einen
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(v ergleic hsw eise) kleinen lok alen Sp eic her. Zugri� auf die Daten ande-

rer Prozessoren ist n ur üb er expliziten Nac hric h tenaustausc h möglic h.

Eingab en erfolgen in diesem F all üblic herw eise v erteilt üb er alle Prozes-

soren und auc h die Ausgab e m uss zum Sc hluss geeignet v erteilt w erden.

Speicher

Cache

Netzwerk

Prozessoren

0 1 p-2 p-1

1.1.3 D A G

Ganz kurz soll hier auc h auf das Mo dell der Sc haltkreisfamilien eingegangen

w erden. Repräsen tiert w erden Sc haltkreise hier als geric h tete azyklisc he

Graphen (directed acyclic graph, D A G) . Bei Berec hn ungen in Gra-

phenform wird die Eingab e durc h Knoten mit Eingangsgrad 0 zur V erfügung

gestellt. Das Ergebnis der Berec hn ung �ndet sic h in Knoten mit Ausgangs-

grad 0. Die w eiteren Knoten w erden � innere Knoten � genann t und sind

für die eigen tlic hen Berec hn ungen v eran t w ortlic h. Sinn v ollerw eise wird für

innere Knoten der Eingangsgrad durc h eine kleine K onstan te b esc hränkt, ihr

Ausgangsgad darf dagegen b eliebig sein.

Der Begri�, der der Laufzeit eines D A G am näc hsten k omm t, ist der

Begri� der Tiefe . Für einen Knoten wird der längste Pfad v on einem Ein-

gangsknoten so b ezeic hnet. Alle Knoten, deren Höhe h ist, w erden Sc hic h t

der Höhe h genann t. Die Höhe des D A G ist die maximale Höhe eines Aus-

gangsknotens, also der längste Pfad v on einem Eingang zu einem Ausgang.

Da die Anzahl Zwisc hensc hritte, die b enötigt w erden k önnen alle nötigen

Informationen an die en tsprec henden inneren Knoten zu bringen direkt mit

dieser Gröÿe zusammenhängt, gibt es b ei einem �hinreic hend k ompakten�

D A G stets mindestens eine Eingab e für die die Ausgab e die Ausw ertung

aller Knoten auf dem längsten W eg erfordert. Damit lässt sic h die Tiefe ei-

nes D A G direkt als Sc hrank e für die Laufzeit b en utzen. Mit Sc haltkreisen ist

hier ein Sp ezialfall der D A G gemein t, b ei dem nic h t b eliebige W orte Ein- und

Ausgab e sein k önnen, sondern die Berec hn ung sic h auf Bitfolgen k onstan ter

Länge b esc hränkt.

Ein Sc haltkreis hat stets eine feste Anzahl v on Eingab eknoten. Um so

et w as wie einen Algorithm us sc hreib en zu k önnen, ist es jedo c h nötig mit
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un tersc hiedlic hen Eingab egröÿen umzugehen. Diese Möglic hk eit wird durc h

die Sc haltkreisfamilien gegeb en. Als Sc haltkreisfamilie wird eine V orsc hrift

b ezeic hnet, nac h der für eine v orgegeb ene Eingab egröÿe ein Sc haltkreis algo-

rithmisc h generiert w erden k ann. Sinn v ollerw eise mö c h te man sic h dann auf

Sc haltkreisfamilien b esc hränk en, b ei denen der Sc haltkreisgenerator nic h t zu

mäc h tig ist. Eine solc he Einsc hränkung sind die uniformen Sc haltkreisfa-

milien , die hier nic h t w eiter erläutert w erden.

Uniforme Sc haltkreisfamilien lassen sic h ab er durc h ein PRAM sim ulieren,

indem alle Knoten einer Sc hic h t parallel mit einem Prozessor pro Knoten ab-

gearb eitet w erden. Naheliegenderw eise ist der Bedarf der Prozessoren durc h

die maximale Anzahl der Berec hn ungsknoten einer Sc hic h t b esc hränkt. Der

Zeitb edarf ist b ei sc hic h t w eiser Abarb eitung die Anzahl der Sc hic h ten, al-

so gerade die Tiefe des Sc haltkreises für die jew eilige Eingab elänge. V ersuc h t

man n un umgek ehrt PRAM durc h ein D A G zu sim ulieren m uss v or allem das

Programm v on Zyklen b efreit w erden, die in einem D A G nic h t repräsen tiert

w erden k önnen. Zuletzt lässt sic h ein D A G auc h als V erbindungsnetzw erk re-

präsen tieren, w o Prozessoren die Aufgab e der Berec hn ungsknoten üb erneh-

men und für jede Sc hic h t aus Knotenlasten, Kan tenlasten und Pfadlängen

die Ausführungszeit b estimm t w erden k ann.

1.2 Netzw erk- und K omm unik ationsmo delle

Will man Algorithmen en t w erfen, die auc h praktisc h v on Nutzen sein sol-

len, ist das ohne Berüc ksic h tigung der K omm unik ation unmöglic h. Dieser

Absc hnitt b esc häftigt sic h daher damit, wie man die V erbindungsnetzw er-

k e zwisc hen den Prozessoren repräsen tieren k ann und wie sie später b ei der

Analyse der Algorithmen eingehen.

1.2.1 Explizites �Store-and-F orw ard�

Bei dem ersten Mo dell das hier b etrac h tet wird, wird ein Netzw erk expli-

zit als Graph mo delliert. In diesem F all repräsen tieren Knoten des Graphen

Prozessoren; Kan ten repräsen tieren die V erbindungen. Busse, an denen meh-

rere Prozessoren angesc hlossen sind, lassen sic h in so einem F all mit Hyp er-

k an ten repräsen tieren. Eb enfalls möglic h sind zusätzlic he Routerknoten, die

auc h üb er eigenen Pu�ersp eic her v erfügen k önnen, ab er n ur die K omm uni-

k ation un terstützen ohne an den Berec hn ungen b eteiligt zu sein. Es ist auc h

möglic h (global) Kan tenk apazitäten festzulegen, die die Anzahl v on P ak eten

k onstan ter Länge festlegen, die in einer Zeiteinheit üb er die zugehörige V er-

1.2. NETZWERK- UND KOMMUNIKA TIONSMODELLE 6

d 1 2 3 40

Abbildung 1.2: Hyp erwürfel für einige d

bindung transp ortiert w erden k önnen. Meist wird dieser W ert jedo c h auf 1

festgesetzt. Eb enso lässt sic h die Anzahl der Nac hric h ten b esc hränk en, die

ein Knoten parallel v ersenden o der empfangen k ann. Ist dieser W ert k , so

ist v on k -P ort-Masc hinen die Rede, im Sp ezialfall k = 1 spric h t man v on

einer single-p orted Masc hine.

Das Hauptproblem b ei dieser Mo dellierung der Netzw erk e ist der nic h t

gerec h tfertigte Aufw and für den Algorithmenen t wurf. Da das Routing damit

praktisc h in den Algorithm us in tegriert w erden m uss, leidet die Üb ersic h tlic h-

k eit. Nac hdem Hardw arerouter diese Aufgab e zufriedenstellend üb ernehmen,

ist es nic h t sinn v oll diese Aufgab e in den En t wurf v on Algorithmen einzu-

gliedern. Es gibt allerdings durc haus auc h Algorithmen, die sp ezielle Netz-

w erkstrukturen v oraussetzen und dann ausn utzen, um eine geringe Laufzeit

zu erreic hen.

Eine Sp ezielle Netzw erkstruktur b ei 2d

Prozessoren für ein geeignetes d,

die oft elegan te Algorithmen erlaubt, ist der ( d-dimensionale) Hyp erwürfel .

Dab ei sind die Knoten durc h T up el aus (Z=2Z)d

durc hn ummeriert. Diese

T up el w erden für Algorithmen auc h gerne als W ort üb er dem Alphab et f 0; 1g

in terpretiert. Kan ten gibt es zwisc hen zw ei Knoten genau dann, w enn sic h

ihre K o ordinaten n ur in einer Stelle un tersc heiden.

1.2.2 V ollständige V erkn üpfung

Das n un folgende Mo dell abstrahiert das explizite Store-and-F orw ard, so dass

es sic h b ei der Analyse v on Algorithmen b eliebiger Netzw erk e b esser v er-

w enden lässt. Dazu wird für das Netzw erk zunäc hst v ollständige V erkn üp-

fung angenommen. Nun wird das V ersenden v on m Bytes durc h T

comm

(m) =
T

start

+ mT

b yte

gesc hätzt. Dab ei b ezeic hnet T

start

die Zeit, die für den V er-

bindungssaufbau nötig ist, b ev or in jew eils T

b yte

Zeit ein Byte üb ertragen

wird.

Das sind zw ar Annahmen, die auf reale Netzw erk e k aum zutre�en, jedo c h
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k omm t dem die Realität b ereits relativ nahe. Hardw arerouter üb ernehmen

das Au�ösen v on K on�ikten auf Kan ten und b ei Strukturen mit sc h w ac her

V erbindung lassen sic h no c h immer T

start

und T

b yte

künstlic h erhöhen um

häu�ge K on�ikte zu mo dellieren. Ein b esonderer V orteil an diesem Mo dell

ist dass es nic h t not w endigerw eise sync hrone K omm unik ation b esc hreib en

m uss.

Zuletzt soll no c h geklärt w erden, w as �eine K omm unik ation� mit einer m -

Byte-Nac hric h t eigen tlic h ist. Insb esondere zw ei der folgenden Begri�e tau-

c hen später immer wieder auf um die �Mäc h tigk eit� der K omm unik ation zu

b esc hreib en:

ˆ halb duplex: Bei dieser V arian te wird nic h t zwisc hen Senden und Emp-

fangen un tersc hieden. Das b edeutet, dass das V ersenden v on m Bytes

so w ohl b ei Sender, als auc h b ei Empfänger die Zeit für m Byte K om-

m unik ation k ostet.

ˆ telefon: In diesem F all dürfen zw ei Prozessoren die Zeit n utzen, um

m -Bytes parallel in b eide Ric h tungen auszutausc hen. Jedo c h darf n ur

v on einem Prozessor parallel empfangen w erden, an den auc h gesendet

wird.

ˆ (v oll)duplex: Hier fällt zusätzlic h zum T elefonmo dell auc h die F estle-

gung der P artner w eg, und eine b eliebige m -Byte-Empfangsop eration

darf sic h stets mit einer m -Byte-Sendeop eration üb erlapp en.

Es folgt eine Hierarc hie: T duplex � T telefon � T halb duplex � 2T duplex

1.2.3 BSP

Eine w eitere Möglic hk eit die K osten einer K omm unik ation darzustellen ist

das Bulk Sync hronous P arallel (BSP) Mo dell. Die Idee b ei diesem Mo dell

ist, dass nac h jew eils einer Rec henphase alle Prozessoren Nac hric h ten in ei-

ner k ollektiv en K omm unik ationsop eration austausc hen und ansc hlieÿend v or

der näc hsten Rec henphase durc h eine Barriere sync hronisiert w erden. Re-

c henphase, K omm unik ation und Sync hronisation w erden un ter dem Begri�

�Sup ersc hritt� zusammengefasst. In der Origialfassung wird der Startup o v er-

head für die K omm unik ation nic h t mo delliert mit der Begründung dass er

b ei der angestrebten Gröÿe der K omm unik ationsop eration v ernac hlässigbar

w äre, hier soll er jedo c h in einem P arameter mit in die Zeitb erec hn ungen

ein�ieÿen.
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In diesem Mo dell wird der Zeitaufw and einer K omm unik ationsop eration

durc h l + hg dargestellt. Die P arameter hab en dab ei folgende Bedeutung:

ˆ l: Repräsen tiert den Startup o v erhead für den k ollektiv en Nac hric h-

tenaustausc h und die K osten für die Barrierensync hronisation . Es

sollte b eac h tet w erden, dass die Barrierensync hronisation stets mit logp

Zeit zu Buc he sc hlägt.

ˆ h: Maximale Anzahl der v ersendeten P ak ete pro PE.

ˆ g: Steh t für �gap� und b esc hreibt die Zeit, die ein Netzw erk brauc h t,

um ein einzelnes P ak et in einem k on tin uierlic hen Strom an ein

gleic h v erteilt-zufälliges Ziel auszuliefern. Gemessen wird g in Re-

c hensc hritten und ist wie sc hon l üblic herw eise eine F unktion v on p.

Wie sc hon l k ann auc h g eine F unktion v on p sein.

In diesem Mo dell ist damit also ein V erbindungsnetzw erk b ereits durc h l , g

und p hinreic hend b esc hrieb en, die T op ologie wird v ernac hlässigt. Ein kla-

rer V orteil dieses Mo dells ist die einfac he ab er präzise Besc hreibung, so wie

die gute Anpassungsfähigk eit. Die F estlegung auf Sup ersc hritte, die jew eils

mit globaler Sync hronisation enden, ist andererseits häu�g eine zu radik ale

Einsc hränkung. Die V ernac hlässigung der Netzw erktop ologie hat den zusätz-

lic hen Nac h teil, dass b ei K omm unik ation nic h t zwisc hen v ersc hieden sc h wieri-

gen K omm unik ationsm ustern un tersc hieden w erden k ann. So hat es im BSP-

Mo dell k einen Ein�uss auf die Laufzeitabsc hätzung sic h auf Nac h barsc hafts-

k omm unik ation zu b esc hränk en. Es existieren allerdings durc haus erw eiterte

BSP-Mo delle, die zusätzlic he K omm unik ationsm uster b erüc ksic h tigen o der

auc h un tersc hiedlic he Nac hric h tenlängen.

Der für BSP t ypisc he k ollektiv e Nac hric h tenaustausc h, b ei dem jedes PE

bis zu h P ak ete sendet o der empfängt (w ob ei die A dressaten k eine Rolle

spielen) wird h -Relation genann t. Man b eac h te, dass nic h t n ur die Anzahl

der gesendeten P ak ete durc h h b egrenzt ist, sondern auc h die der empfange-

nen P ak ete. Diese K omm unik ationsop eration wird in einem späteren Kapitel

( 3.6.4 ) auc h unabhängig v om BSP-Mo dell b etrac h tet.

1.3 MPI und Op enMP

Bisher hab en wir uns damit b esc häftigt mit w elc hen Mo dellen parallele Algo-

rithmen analysiert w erden. Dieses Kapitel soll die Grundlagen der tatsäc hli-

c hen Implemen tierung v ermitteln. Es w erden die Standards des Op en Multi

Pro cessing (Op enMP) und des Message P assing In terface(MPI) v orgestellt.
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1.3.1 Op enMP

Op enMP ist ein API, das eine En t wic klung v on p ortierbaren, sk alierbaren

shared Memory Programmen erleic h tert. Die Op enMP Befehle w erden mit

Hilfe v on Pragmas in C/C++ Co de eingearb eitet. Dadurc h k ann der Co de

auc h K ompiliert w erden, w enn der Compiler k ein Op enMP b ehersc h t. Am

Besten k ann das gesehen w erden an einem Beispiel:

# p r a g m a o m p p a r a l l e l f o r s c h e d u l e ( s t a t i c , n )

f o r ( i n t i = 0 ; i < 1 0 0 ; i + + ) {

d o _ s o m e t h i n g ( i ) ;

}

W enn dieser Co de mit einem Compiler k ompiliert wird, der k ein Op enMP un-

terstützt, dann wird er sequenziell ausgeführt. Mit Hilfe v on Op enMP w erden

die Sc hleifendurc hläufe parallelisiert. Dab ei w erden jedo c h nic h t 100 Threads

erzeugt, sondern die 100 Sc hleifendurc hläufe w erden in Ch unks aufgeteilt. Der

P arameter sc hedule(...) gibt an, wie groÿ die Ch unks sind und wie sie an die

Threads v erteilt w erden. Man k ann ihn w eglassen und damit die En tsc hei-

dung dem Compiler üb erlassen. Gültige W erte sind sc hedule(static, n) ,

sc hedule(dynamic, n) o der sc hedule(guided, n) b en utzen. Bei sc hedu-

le(static, n) w erden Blö c k e der Gröÿe n zyklisc h an die Threads v erteilt.

sc hedule(dynamic, n) sorgt dafür dass jeder Thread einen Blo c k der Gröÿe

n b ek omm t und immer w enn er damit fertig ist, dann fordert er n neue Ite-

rationen an. sc hedule(guided, n) ist so ähnlic h wie sc hedule(dynamic,

n) , bloss dass jeder Prozessor max(n, (Anzahl an no c h nic h t zugewiesenen

Iterationen)/p) b ek omm t.

i n t s q u a r e _ s h a r e d = 0 , s q u a r e _ p r i v a t e = 0 ;

# p r a g m a o m p p a r a l l e l f o r s h a r e d ( s q u a r e _ s h a r e d ) p r i v a t e ( s q u a r e _ p r i v a t e )

f o r ( i n t i = 0 ; i < 1 0 0 ; i + + ) {

s q u a r e _ s h a r e d = i * i ;

s q u a r e _ p r i v a t e = i * i ;

p r i n t f ( " I t e r a t i o n  % d :  s q u a r e _ s h a r e d  =  % d ,  s q u a r e _ p r i v a t e  =  % d \ n " ,

i , s q u a r e _ s h a r e d , s q u a r e _ p r i v a t e ) ;

}

p r i n t f ( " O u t s i d e  o f  l o o p :  s q u a r e _ s h a r e d  =  % d ,  s q u a r e _ p r i v a t e  =  % d \ n " ,

s q u a r e _ s h a r e d , s q u a r e _ p r i v a t e ) ;

Dieser Co de gibt Quadratzahlen bis 992

aus. Jeder Thread hat seine eigene

squar e_private V ariable ab er es gibt insgesamm t n ur eine squar e_shar e d V a-

riable für alle Threads. Dadurc h üb ersc hreib en sie sic h den W ert v on squa-

r e_shar e d gegenseitig und so sind die W erte für squar e_shar e d und squa-

r e_private in der Ausgab e nic h t immer gleic h. Ausserhalb der Sc hleife ist
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der squar e_shar e d auf den letzten W ert gesetzt den er in der Sc hleife b ek om-

men hat; das m uss ab er nic h t 992

sein. Der W ert v on squar e_private ist nac h

der Sc hleife nic h t de�niert.

o m p _ s e t _ n u m _ t h r e a d s ( 5 ) ;

# p r a g m a o m p p a r a l l e l f o r n u m _ t h r e a d s ( 7 )

f o r ( i n t i = 0 ; i < 1 0 0 ; i + + ) {

p r i n t f ( " I t e r a t i o n  % d  w i r d  v o n  T h r e a d  % d / % d  b e a r b e i t e t \ n " ,

i , o m p _ g e t _ t h r e a d _ n u m ( ) , o m p _ g e t _ n u m _ t h r e a d s ( ) ) ;

}

Bei vielen parallelen Programmen ist es wic h tig zu Bestimmen wie viele

Threads erzeugt w erden o der zumindestens zu wissen wie viele Threads er-

zeugt wurden. Mit Hilfe des P arameter n um_threads des Pragma k ann

man festlegen wie viele Threads erzeugt w erden. F alls es k einen n um_threads

P arameter gibt, dann wird eine V ariable b en utzt die man mit Hilfe v on

omp_set_n um_threads setzen k ann. Mit Hilfe v on omp_get_n um_-

threads k ann festgelegt w erden wie viele Threads in dieser parallelen Regi-

on erzeugt wurden. Das b edeutet auÿerhalb v on parallelen K onstrukten gibt

es Eins zurüc k. Um die Threads un tersc heiden zu k önnen, k ann mit Hilfe

omp_get_thread_n um die Thread ID heraus�nden.

# p r a g m a o m p p a r a l l e l s e c t i o n s

{

# p r a g m a o m p s e c t i o n

{

p r i n t f ( " S e c t i o n  1 \ n " ) ;

}

# p r a g m a o m p s e c t i o n

{

p r i n t f ( " S e c t i o n  2 \ n " ) ;

}

# p r a g m a o m p s e c t i o n

{

p r i n t f ( " S e c t i o n  3 \ n " ) ;

}

}

Eine Andere Möglic hk eit P arallelität zu erzeugen ist es Sections zu b en utzen.

Jede dieser Sections wird v on genau einem Thread ausgeführt. F alls es mehr

Threads gibt als Section dann w arten die anderen Threads. Es k ann passieren,

dass mehrere Sections v on dem gleic hen Thread ausgeführt w erden. Auc h b ei

diesem Pragma k ann man shared , priv ate und n um_threads b en utzen.
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# p r a g m a o m p p a r a l l e l n u m _ t h r e a d s ( 3 ) s h a r e d ( i ) p r i v a t e ( j )

{

# p r a g m a o m p s e c t i o n s

{

# p r a g m a o m p s e c t i o n

{

p r i n t f ( " S e c t i o n  1  w i r d  v o n  T h r e a d  % d / % d  b e a r b e i t e t \ n " ,

o m p _ g e t _ t h r e a d _ n u m ( ) , o m p _ g e t _ n u m _ t h r e a d s ( ) ) ;

}

# p r a g m a o m p s e c t i o n

{

p r i n t f ( " S e c t i o n  2  w i r d  v o n  T h r e a d  % d / % d  b e a r b e i t e t \ n " ,

o m p _ g e t _ t h r e a d _ n u m ( ) , o m p _ g e t _ n u m _ t h r e a d s ( ) ) ;

}

}

# p r a g m a o m p s i n g l e

{

p r i n t f ( " w o r k  o n l y  o n e  t h r e a d  d o e s \ n " ) ;

}

p r i n t f ( " w o r k  e v e r y b o d y  d o e s \ n " ) ;

# p r a g m a o m p b a r r i e r

# p r a g m a o m p f o r s c h e d u l e ( s t a t i c , 2 )

f o r ( i n t i = 0 ; i < 1 0 ; i + + ) {

p r i n t f ( " I t e r a t i o n  % d  w i r d  v o n  T h r e a d  % d / % d  b e a r b e i t e t \ n " ,

i , o m p _ g e t _ t h r e a d _ n u m ( ) , o m p _ g e t _ n u m _ t h r e a d s ( ) ) ;

}

}

Es ist möglic h mehrere parallele Absc hnitte hin tereinander zu hängen oh-

ne, dass die Threads zwisc hendurc h zerstört w erden und ihre priv aten Daten

v erlieren. Dazu erzeugt man v ersc hiedene Threads und gibt dann die paral-

lelen Befehle an die abzuarb eiten sind. Normale Befehle w erden dab ei v on

jedem abgearb eitet. Damit Befehle n ur v on einem Prozessor abgearb eitet

w erden, m uss man ein #pragma omp single da v or setzen. F alls es irgend-

w ann wic h tig ist, dass ein Sc hritt v on allen Threads abgearb eitet ist b ev or

ein Thread zu dem näc hsten üb ergeh t, dann k ann man das mit Hilfe v on

#pragma omp barrier erreic hen.
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1.3.2 MPI

Das Message P assing In terface(MPI) ist für Systeme mit v erteiltem Sp eic her

gedac h t. Dadurc h funktioniert es auc h auf gemeinsamen Sp eic her, n utzt ab er

dessen V orzüge nic h t. Jeder Thread führt das gleic he Programm aus. W enn je-

der Thread jedo c h auc h die iden tisc hen Befehle ausführen würde, dann würde

es zu einem Deadlo c k k ommen sobald alle Threads senden o der alle Threads

empfangen. Un tersc hiedlic he Programm v erläufe w erden durc h die Thread ID

erzeugt. Die Thread ID wird durc h die F unktion MPI_Comm_rank aus-

gelesen. Wie der Name sagt basiert MPI auf dem v ersenden v on Nac hric h-

ten. Daher sind MPI_Send und MPI_Recv die wic h tigsten F unktionen

v on MPI. MPI_Send wird die Nac hric h t üb ergeb en, die Anzahl an Ele-

men ten, der T yp der Elemen te, der Zielthread, ein b eliebiges T ag und ein

MPI_Comm. Ein MPI_Comm v erw altet eine Grupp e v on Threads. Jeder

Thread k ann mehrerer dieser Grupp en angehören und k ann in jeder dieser

Grupp en eine un tersc hiedlic he Thread ID hab en. MPI_COMM_W ORLD ist

ein MPI_Comm dem alle Threads angehören. Die P arameter v on MPI_Recv

sind ein Empfangsbu�er, die Länge des Bu�ers, der T yp des Bu�ers, die Quel-

le und der T ag der b eim Absenden gesand wurde, das MPI_Comm und ein

P oin ter auf ein Status-Ob ject. W enn man die Quelle und den T ag der Nac h-

ric h t nic h t k enn t, o der es egal ist w oher bzw. mit w elc hem T ag die Nac hric h t

gesendet wurde, dann k ann man auc h die Wildcards MPI_ANY_SOUR CE

bzw. MPI_ANY_T A G v erw enden. Das Status-Ob ject wird v on dem Recv

gefüllt und en thält dann den T ag und den Ursprungsort der Nac hric h t. Auÿer-

dem k ann man die Datenmenge mit Hilfe der F unktion MPI_Get_coun t

auslesen.

i n t m a i n ( i n t a r g c , c h a r * a r g v [ ] ) {

M P I _ I n i t ( & a r g c , & a r g v ) ;

i n t s i z e , r a n k .

M P I _ C o m m _ s i z e ( M P I _ C O M M _ W O R L D , & s i z e ) ;

M P I _ C o m m _ r a n k ( M P I _ C O M M _ W O R L D , &r a n k ) ;

p r i n t f ( " H e l l o ,  I  a m  p r o c e s s  % d  o f  % d . \ n " , r a n k , s i z e ) ;

i f ( ( r a n k = = 0 ) & & ( s i z e > = 2 ) ) {

c h a r * m e s s a g e = " H a l l o  v o n  0 "

MPI_Send ( m e s s a g e , s t r l e n ( m e s s a g e ) + 1 , M P I _ C H A R ,

1 , 0 , M P I _ C O M M _ W O R L D ) ;

} e l s e i f ( r a n k = = 1 ) {

M P I _ S t a t u s s t a t u s ;

c h a r m e s s a g e [ 1 0 0 ] ;

i n t c o u n t ;

M P I _ R e c v ( m e s s a g e , 1 0 0 , M P I _ C H A R , M P I _ A N Y _ S O U R C E ,
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M P I _ A N Y _ T A G , M P I _ C O M M _ W O R L D , & s t a t u s ) ;

M P I _ G e t _ c o u n t ( & s t a t u s , M P I _ C H A R , & c o u n t ) ;

p r i n t f ( " N a c h r i c h t  v o n  % d  i s t :  \ " % s \ " ,  h a t  e i n e  L a e n g e  "

" v o n  % d  u n d  h a t  d e n  T a g  % d \ n " ,

s t a t u s . M P I _ S O U R C E , m e s s a g e , c o u n t , s t a t u s . M P I _ T A G ) ;

}

M P I _ F i n a l i z e ( ) ;

}

In vielen Fällen will man ab er eine Nac hric h t v on einem Thread an alle

anderen senden ( 3.2 o der 3.6 ) o der andere Op erationen mac hen an denen

alle Threads teilnehmen soll. Die wic h tigsten dieser F unktionen sind in MPI

de�niert. Es gibt die F unktionen MPI_Bcast, MPI_Scatter, MPI_Gather,

MPI_Reduce, MPI_Alltoall und andere, die die F unktionen Broadcast( 3.2 ),

Scatter(ein Thread sendet an alle anderen), Gather(ein Thread empfängt

v on jedem anderen), Reduktion( 3.1 ) und All-to-All( 3.6 ) de�nieren. Genaue

P arameterde�nitionen und die anderen k ollektiv en Op erationen k önnen dem

In ternet en tnommen w erden. Hier sei no c h gesagt, dass die Op erationen blo-

c kieren bis alle Threads des MPI_Comm die F unktion aufgerufen hab en.

F alls man nic h t will, dass alle Threads an der k ollektiv en Op eration teilneh-

men, dann m uss man v orher einen neuen MPI_Comm erzeugen, dem nic h t

alle angehören. Das geh t jedo c h üb er die Grundlagen, die hier b esc hrieb en

sind hinaus. Hier no c h ein absc hlieÿendes Beispiel, das k ollektiv e Op eratio-

nen v erw endet. Jeder Thread sendet eine Quadratzahl an den 0ten Thread.

Dieser addiert 20 drauf und sendet es zurüc k.

i n t m a i n ( i n t a r g c , c h a r * a r g v [ ] ) {

M P I _ I n i t ( & a r g c , & a r g v ) ;

i n t s i z e , r a n k .

M P I _ C o m m _ s i z e ( M P I _ C O M M _ W O R L D , & s i z e ) ;

M P I _ C o m m _ r a n k ( M P I _ C O M M _ W O R L D , &r a n k ) ;

i n t s q u a r e = r a n k * r a n k ;

i n t r e s u l t ;

i n t b u f f e r [ s i z e ] ;

M P I _ G a t h e r( & s q u a r e , 1 , M P I _ I N T ,

b u f f e r , 1 , M P I _ I N T , 0 , M P I _ W O R L D ) ;

i f ( r a n k = = 0 ) {

f o r ( i n t i = 0 ; i < s i z e ; i + + )

b u f f e r [ i ] + = 2 0 ;

}

M P I _ S c a t t e r ( b u f f e r , 1 , M P I _ I N T ,

& r e s u l t , 1 , M P I _ I N T , 0 , M P I _ W O R L D ) ;

p r i n t f ( " T h r e a d  % d  h a s  r e u l t  % d \ n " , r a n k , r e s u l t ) ;
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M P I _ F i n a l i z e ( ) ;

}

1.4 MCSTL

Die M ulti C ore S tandard T emplate L ibrary [ 7 ] stellt eine Erw eiterung der

C++ STL dar. Hin ter ihr steh t die Idee die Algorithmen, die v on der STL

zur V efügung gestellt w erden e�ektiv zu parallelisieren, so dass der Aufw and

für die P arallelisierung v on An w endungen sinkt. Im b esten F all würde ein

neues K ompilieren b ereits reic hen, damit ein Programm, das Algorithmen

aus der STL v erw endet, v on P arallelisierung pro�tieren k ann.

Die MCSTL basiert auf Op enMP und daher sind ihr Einsatzgebiet par-

allele Masc hinen mit gemeinsamem Sp eic her. Ziel ist es für alle paralleli-

sierbaren Algorithmen parallele Implemen tierungen zu in tegrieren, die der

STL-Seman tik folgen. Einige Algorithmen � wie Binärsuc he � lassen sic h of-

fensic h tlic h nic h t e�ektiv parallelisieren und für alle parallelen Algorithmen

w erden Iteratoren mit w ahlfreiem Zugri� b enötigt. Da ein breites Einsatz-

gebiet angestrebt wird, soll die P arallelisierung b ereits b ei kleinen Eingab en

und w enigen Prozessoren eine Besc hleunigung b ewirk en. Da damit auc h nic h t

mehr zu erw arten ist, dass ein solc hes Programm v orrangig ausgeführt wird,

ist auc h mit stark en Sc h w ankungen in der Leistung der Prozessoren zu rec h-

nen. Das mac h t es nötig dass die Arb eitsaufteilung im Laufe der Abarb eitung

dynamisc h angepasst wird. Im umgek ehrten F all sollen die Algorithmen das

System nic h t unnötig auslasten, um die Laufzeit geringfügig zu v erb essern.

In anderen W orten: man mö c h te hohe E�zienz erreic hen. Die F unktionsw eise

einiger Algorithmen aus der MCSTL wird im Zusammenang mit Sortieren

im en tsprec henden Kapitel b etrac h tet.

1.5 Analyse v on Algorithmen

Für die Analyse der Qualität v on Algorithmen sollen im F olgenden v ersc hie-

dene Kenngröÿen eingeführt w erden. Begonnen w erden soll ganz analog zur

Analyse sequenzieller Algorithmen mit der Ausführungszeit:

ˆ T(I ) : Ausführungszeit, Anzahl v on Zyklen für geg. Probleminstanz I

ˆ T(n) := maxj I j= nT(I ) : W orst case Ausführungszeit
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ˆ T

a vg

(n) :=
P

j I j = n T (I )

jf I :jI j= ngj : A v erage case Ausführungszeit

Beispiel: Quic ksort b esitzt a v erage case Ausführungszeit O(n logn)

Eine W arn ung an dieser Stelle: Bei probabilistisc hen (randomisierten) Al-

gorithmen ist T(n) eine Zufallsv ariable. Die erw artete w orst case Laufzeit

E [T(n)] sollte nic h t mit dem a v erage case v erw ec hselt w erden.

Betrac h tet man n un parallele Algorithmen k omm t im W esen tlic hen n ur

p als zusätzlic her P arameter hinzu. Es wird b ei den Zeitb etrac h tungen al-

so T(I; p) statt T(I ) b etrac h tet und die restlic hen K ostenmaÿe wieder wie

gew ohn t abgeleitet. So erhält man die parallele Ausführungszeit T(n; p) für

Eingablänge n mit p Prozessoren. Jetzt liefert allerdings die Prozessorzahl

auc h eigene P ersp ektiv en, aus denen die Qualität eines Algorithm us b etrac h-

tet w erden k ann:

ˆ W := pT(n; p) : Arb eit, b esc hreibt die gesam te Zeit, die alle Prozessoren

zusammen b enötigen.

ˆ S := Tseq=T(p) : (absoluter) Sp eedup , b esc hreibt Besc hleunigung ge-

gen üb er dem b esten b ek ann ten sequen tiellen Algorithm us. Die Er-

w artung, dass S durc h p nac h ob en b esc hränkt ist, ist naheliegend,

sc hlieÿlic h würde es b edeuten, dass die Rec henzeit v erlustfrei üb er die

Prozessoren v erteilt ist. Denno c h gibt es Fälle, in denen S > p ge-

messen w erden k ann. In diesem F all wird v on sup erlinearem Sp eedup

gespro c hen. Der häu�gste Grund dafür sind Cac hee�ekte durc h eine

gröÿere Anzahl Prozessoren mit eigenem Cac he. Suc halgorithmen k ön-

nen b ei der P arallelisierung auc h da v on pro�tieren dass mehrere Pfade

im Suc hraum parallel durc hsuc h t w erden k önnen und b ereits ein T re�er

reic h t.

ˆ Srel := T(1)=T(p) : relativ er Sp eedup. Wie un tersc hiedlic h diese b eiden

Arten sind zeigt ein Beispiel: Maxim um ( 1.2 ) hat Srel = �( n2) ab er

S = �( n) .

ˆ E := S=p: E�zienz, b esc hreibt wie gut das Problem b ei einem Algorith-

m us auf alle Prozessoren v erteilt wird und auc h Zeitv erlust durc h die

V erw altung der V erteilten Berec hn ung. Ziel ist E � 1 o der zumindest

E = �(1) .

Für einige randomisierte Algorithmen w erden Laufzeitsc hrank en nic h t

allgemein b ewiesen. Oft lässt sic h n ur b ew eisen, dass sie mit hoher W ahr-

sc heinlic hk eit gelten. Für diesen F all wird das

~O-Kalkül als Erw eiterung des
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O -Kalküls eingeführt. De�niert wird es wie folgt:

f (n) 2 ~O(g(n)) , 8 � > 0 : 9c > 0; n0 > 0 : 8n � n0 : P [f (n) > cg(n)] � n� �

Das b edeutet also, dass f (n) dann mit hoher W ahrsc heinlic hk eit in O(g(n))

liegt. Insb esondere wird die W ahrsc heinlic hk eit mit w ac hsendem n b eliebig

groÿ.

Um zu zeigen, dass f (n) 2 ~O(g(n)) gilt, sind Cherno�-Sc hrank en häu�g

n ützlic h. Cherno�-Sc hrank en liefern eine Absc hätzung für die W ahrsc hein-

lic hk eit mit der X :=
P

i X i eine b estimm te Ab w eic h ung v on seinem Erw ar-

tungsw ert erreic h t. Dab ei sind X i unabhängige Zufallsv ariablen. Im F olgen-

den sei 0 < � < 1 und � > 1. Es gelten dann die Ungleic h ungen:

P[X � (1 � � )E[X ]] � e� � 2E[X ]=2

P[X � (1 + � )E[X ]] � e� � 2E[X ]=2

P[X � � E[X ]] � e(1� 1
� � ln � )� E[X ]

1.6 K on v en tion

Dieses Skript b em üh t sic h die Sym b ole in den folgenden Algorithmen ein-

heitlic h zu v erw enden. Im Allgemeinen hab en sie die folgende Bedeutung:

p: Anzahl der PE

n : Anzahl der Elemen te einer Eingab e, Nac hric h tenlänge b ei Analyse v on

K omm unik ation

N : Anzahl der Elemen te pro Prozessor b ei v erteilter Eingab e ( n = Np)

Die Algorithmen w erden in an C angelehn tem Pseudo co de b esc hrieb en,

erw eitert um parallele Op erationen:

ˆ parallel_for(...) b ezeic hnet eine for-Sc hleife, deren Iterationen üb er

die Prozessoren v erteilt w erden. O�ensic h tlic h ist dafür not w endig dass

die Iterationen unabhängig v oneinander sind.

ˆ v@i b ezeic hnet für v erteilten Sp eic her die V ariable v auf dem Prozessor

mit Index i . Damit wird so implizit eine (nic h t näher b esc hrieb ene)

K omm unik ationsop eration dargestellt.

ˆ concurrently{ ... } with { ... } wird b en utzt, um explizit dar-

auf hinzu w eisen, dass die (K omm unik ations-)Op erationen in b eiden

Blö c k en auf einem Prozessor parallel ausgeführt w erden k önnen.
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Grundsätzlic h wird auf allen Prozessoren das gleic he Programm ausgeführt

(single program m ultiple data, nic h t zu v erw ec hseln mit single instruction

m ultiple data). Damit die Symmetrie gebro c hen wird steh t jedem Prozessor

der eigene Index als V ariable i zur V erfügung. Für einige Algorithmen mit

p = kd

Prozessoren wird zugunsten der Ansc haulic hk eit ein Index-T up el v er-

w endet. Die Prozessoren w erden dann durc h T up el mit W erten in (Z=kZ)d

b ezeic hnet. Zur V eransc h ulic h ung k ann man sic h in diesem F all die Prozesso-

ren in einem d-dimensionalen Gitter angeordnet v orstellen. Der Index w ären

dann die K o ordinaten im Gitter.

1.7 PRAM-Algorithmen

Die in diesem Absc hnitt b esc hrieb enen Algorithmen sind w eniger v on prak-

tisc her Bedeutung. Stattdessen deuten sie die Möglic hk eiten und Probleme

der P arallelausführung an.

1.7.1 Global AND

Problem b esc hreibung: Gegeb en ist ein Arra y v on Bits: A[1::n]; A[i ] 2

f 0; 1g. Gesuc h t ist

nV

i =1
A[i ] auf einer common CR CW PRAM.

Algorithm us 1.1: Global AND

r e s u l t : = 1 ;

p a r a l l e l _ f o r e a c h ( i 2 f 1::ng ) {

i f ( : A[i ] ) r e s u l t : = 0 ;

}

Erläuterungen: Für die folgende Analyse wird v on der für PRAM t y-

pisc hen Annahme ausgegangen, dass eine b eliebige Anzahl Prozessoren v er-

w endet w erden k ann, um ein Problem zu lösen. Da die Sc hleifeniterationen

unabhängig v oneinander sind, lassen sic h so die n Iterationen üb er n Pro-

zessoren v erteilen, so dass für die Berec hn ung n ur ein Sc hritt nötig ist. Nun

bleibt no c h der Sc hreibzugri�, b ei dem allerdings häu�g mehrere Prozessoren

auf eine Sp eic herstelle zugreifen m üssen. Um die k onstan te Ausführungszeit

zu erhalten, ist daher eine CR CW PRAM not w endig. Da n ur eine 0 gesc hrie-

b en w erden soll und die Prozessoren sic h damit stets einig sind, reic h t hier

b ereits eine common CR CW PRAM.
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Analyse:

T(n) 2 O(1) für p 2 O(n)

1.7.2 Theoretik er-Maxim um

Problem b esc hreibung: Gegeb en ist ein Arra y v on Zahlen A[1::n] für die

auf einer common CR CW PRAM das Maxim um b estimm t w erden soll. Das

Ergebnis soll in M [1::n]; M [i ] 2 f 0; 1g gesc hrieb en w erden, w ob ei genau dann

eine 1 in M [i ] steh t, w enn A[i ] ein maximales Elemen t in A[1::n] ist, sonst

soll eine 0 eingetragen w erden.

Algorithm us 1.2: Theoretik er-Maxim um

p a r a l l e l _ f o r e a c h ( (i; j ) 2 f 1::ng2

) {

B [1; j ] := A[i ] � A[j ] ;

}

p a r a l l e l _ f o r e a c h ( (i; j ) 2 f 1::ng ) {

M [i ] :=
nV

j =1
B [i; j ] ;

}

Erläuterungen: Hier wird wieder die Möglic hk eit des PRAM-Mo dells

gen utzt eine b eliebige Anzahl v on Prozessoren zu v erw enden, um das Pro-

blem zu lösen. In diesem F all brauc h t man gerade einmal zw ei Sc hritte, w enn

n2

Prozessoren zur V erfügung stehen. Die Prozessoren w erden mit zw eidi-

mensionalen Indizes b ezeic hnet, also mit W erten in Z=nZ2

. Zu b eac h ten ist,

dass in der zw eiten Sc hleife wieder n2

Prozessoren ausgelastet sind, da in

jeder der n Iterationen n Prozessoren für die Bestimm ung v on AND in ei-

nem Sc hritt ( 1.1 ) b enötigt w erden. V on diesem Algorithm us wird auc h die

Not w endigk eit einer CR CW PRAM geerbt.

Analyse:

T(n) = O(1) für p 2 O(n2)
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2 Lineare Algebra

2.1 Matrixm ultiplik ation

Problem b esc hreibung: Gegeb en sind zw ei Matrizen A = (( aij )) 2 Rn� n

,

B = (( bij )) 2 Rn� n

üb er einem Ring R . Bestimm t w erden soll C = (( cij )) :=

A � B w ob ei cij :=
nP

k=1
aik � bkj . Das Problem brauc h t sequen tiell �( n3) Zeit,

w ob ei die Sc hrank e v erb essert w erden k ann, falls R k omm utativ e Multiplik a-

tion bietet.

2.1.1 Einfac he P arallelisierung

Algorithm us 2.1: V erteilte Matrixm ultiplik ation I

p a r a l l e l _ f o r ( i : = 1 ; i < n ; i + + ) {

p a r a l l e l _ f o r ( j : = 1 ; j < n ; j + + ) {

cij : =

nP

k=1
aik � bkj ;

}

}

Erläuterungen: Das ist die naheliegende P arallelisierung der Matrizen-

m ultiplik ation. Jedes PE b erec hnet hier die cij für einen T eil der i und j . Sind

die cij quadratisc h angeordnet, so ist die Breite n=
p

p und so viele Zeilen v on

A bzw. Spalten v on B w erden für die Berec hn ung b enötigt. Dass die quadra-

tisc he Anordn ung auc h die Anzahl der b enötigten Zeilen/Spalten minimiert,

ist naheliegend und damit liegt auc h die Un tergrenze für die K omm unik ation

b ei n � (n=
p

p) Nac hric h ten. Bei n2

Prozessoren sammelt jeder eine Zeile v on
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A und eine Spalte v on B und b estimm t einen Ein trag für die Ergebnismatrix.

Hat man mehr Prozessoren, k ann auc h die Summe für die Berec hn ung des

cij parallelisiert w erden.

Analyse:

T(n; p) 2 
( T

b yte

n2

p
p

)

2.1.2 Matritzenm ultiplik ation nac h Cannon

Algorithm us 2.2: V erteilte Matrixm ultiplik ation nac h Cannon

/ / P E ( i , j )

k : = (i + j ) mod ~n ;

a : = aik ;

b : = bkj ;

cij : = 0 ;

f o r ( l : = 0 ; l < ~n � 1 ; l + + ) {

cij : = cij + a � b ;

c o n c u r r e n t l y {

s e n d a t o P E ( i , (j + ~n � 1) mod ~n ) ;

s e n d b t o P E ( (i + ~n � 1) mod ~n , j ) ;

} w i t h {

r e c e i v e a0

f r o m P E ( i , (j + 1) mod ~n ) ;

r e c e i v e b0

f r o m P E ( (i + 1) mod ~n , j ) ;

}

a : = a0

;

b : = b0

;

}

Erläuterungen: Für den Anfang ist es leic h ter sic h v orzustellen p w äre

n2

, es gäb e also so viele Prozessoren wie Ein träge in den Matrizen. Die Pro-

zessoren denkt man sic h n un in einem T orus der Gröÿe n � n angeordnet.

Demen tsprec hend soll ein Index-T up el mit W erten in Z=nZ � Z=nZ v erw en-

det w erden, um Prozessoren zu adressieren.

W as in diesem Algorithm us n un erreic h t w erden soll, ist das k in jedem

Sc hritt für jedes PE( i , j ) so zu w ählen, dass k eine zw ei Prozessoren gemeinsa-

me Daten für die Berec hn ung v on aik �bkj brauc hen. Dazu m üssen Prozessoren

in der gleic hen Reihe/Spalte die Summation n ur b ei un tersc hiedlic hen Indi-

zes b eginnen. W enn also PE( 0, 0) im ersten Sc hritt a00 � b00 b estimm t, w ählt
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PE( 0, 1) a01 � b11 zuerst. Die W ahl k := ( i + j ) mod n für PE( i , j ) erfüllt die

gewünsc h te Bedingung als W ahl für den ersten Sc hritt. In den F olgenden

Sc hritten k ann n un jeder Prozessor ein neues k0 := ( k + 1) mod n w ählen.

T un das alle, so bleib en ihre relativ en Un tersc hiede erhalten und sie grei-

fen immer no c h alle auf un tersc hiedlic he Daten zu. Die Daten, die sie dab ei

brauc hen, sind dann auc h gerade b ei ihren Nac h barn. Ein PE( i , j ) brauc h t

dann das a v on PE( i , (j + 1) mod n ) und das b v on PE( (i + 1) mod n , j ) für

den näc hsten Sc hritt. Das b edeutet, dass das a zyklisc h nac h links w eiter-

gereic h t w erden m uss und eb enso das b zyklisc h nac h ob en. Die Ergebnisse

der Multiplik ationen w erden wie gew ohn t aufsummiert. Nac h n Sc hritten hat

jeder Prozessor alle aik � bkj einmal b erec hnet und seine Summe ist damit das

gesuc h te cij .

Nun hat man nic h t immer n2

Prozessoren zur Hand und mö c h te desw egen

v on dem hohen Bedarf w egk ommen. Eine F eststellung, die hier dafür b en utzt

wird ist, dass eine Matrix auc h in T eilmatrizen aufgeteilt w erden k ann, die

wiederrum Elemen te einer �grob en� Matrix sind, wie es auf Bild 2.2a an-

gedeutet wird. Die Matrixm ultiplik ation mit zw ei solc hen grob en Matritzen

liefert no c h immer das gleic he Ergebnis. Mit dieser Einsic h t k ann man auc h

b ei groÿen Matrizen so tun als hätte man n2

Prozessoren zur V erfügung,

w enn man statt n ein neues ~n :=
p

p v erw endet. Zur V ereinfac h ung neh-

men wir w eiterhin an, dass dass

p
p eine �sc höne� Zahl ist und ~n n teilt.

Dann ist n ur no c h zu b eac h ten, dass aus der elemen taren Multiplik ation eine

Matrixm ultiplik ation auf n=~n � n=~n Matrizen wird.

Eine sc höne Eigensc haft des Algorithm us ist, dass nac h der anfänglic hen

V erteilung jeder Prozessor sic h n ur no c h die Daten für den näc hsten Sc hritt

merk en m uss. Das sind das Zwisc henergebnis der bisherigen Summe, ein aik

und ein bkj . Damit m üssen alle drei Matrizen n ur einmal gleic hmäÿig üb er die

Prozessoren aufgeteilt im Sp eic her bleib en. Für die Gesc h windigk eit nic h t op-

timal ist die Sequen tielle Summe auf jedem Prozessor, wie man am folgenden

Algorithm us sieh t.

Analyse:

T(n; p) = T

coll

(n=~n; p) + ~nT

seq

(n=~n) + 2(~n � 1)(T

start

+ T

b yte

(n=~n)2)
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Abbildung 2.1: Beispiel für Matrixm ultiplik ation nac h Cannon

2.1.3 Matrizenm ultiplik ation nac h Dek el Nassimi Sahni

Algorithm us 2.3: V erteilte Matrixm ultiplik ation nac h DNS

s t o r e aik i n P E ( i , k , 1 ) ;

s t o r e bkj i n P E ( 1 , k , j ) ;

P E ( i , k , 1 ) b r o a d c a s t s aik t o P E s ( i , k , j ) f o r j 2 f 1::~ng ;

P E ( 1 , k , j ) b r o a d c a s t s bkj t o P E s ( i , k , j ) f o r i 2 f 1::~ng ;

c o m p u t e cikj : = aik � bkj o n P E ( i , k , j ) ; / / l o k a l e B e r e c h n u n g

P E s ( i , k , j ) f o r e a c h ( k 2 f 1::~ng ) c o m p u t e cij : =

~nP

k=1
cikj t o P E ( i , 1 , j ) ;

Erläuterungen: Bei diesem Algorithm us nac h Dek el Nassimi Sahni [ 3 ]

wird nic h t mehr Zugri� auf die ganze Zeile/Spalte b enötigt. Wie b ei der

Matrixm ultiplik ation nac h Cannon wird auc h hier ausgen utzt, dass sic h die

Matrix in T eilmatrizen aufspalten lässt. Bei diesem Algorithm us b en utzt man

ab er ~n := 3
p

p und damit ~n3

in einem Würfel angeordnete Prozessoren. Die

Matrixm ultiplik ation soll dann auf ~n � ~n Matrizen durc hgeführt w erden, de-

ren Ein träge Matrizen der Gröÿe n=~n � n=~n sind. Der Einfac hheit halb er

soll ~n n teilen. Es wird auc h hier aus der elemen taren Multiplik ation eine

Matrixm ultiplik ation auf n=~n � n=~n Matrizen.
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Phase I
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j k

(c) DNS-Algorithm us

Phase I I

Abbildung 2.2: Der DNS-Algorithm us

Der eigen tlic he Algorithm us b esteh t aus zw ei Phasen. In der ersten Phase

w erden die aik � bkj für alle möglic hen Indizes i , j und k auf v ersc hiedenen

Prozessoren b ereitgelegt. Das k ann man sic h als dreidimensionalen Würfel

mit den drei Indizes als K o ordinaten v orstellen (vgl. Bild 2.2b ). Der Pro-

zessorindex wird dafür auc h angepasst, so dass die ~n3

Prozessoren durc h

K o ordinaten in Z=~nZ � Z=~nZ � Z=~nZ b ezeic hnet w erden. Nun m üssen auc h

hier wie zuv or sc hon ~n Prozessoren auf das gleic he Datum zugreifen. Diesmal

wird diese implizite Broadcast-Op eration durc h eine explizite ersetzt, b ei der

die nötigen Daten direkt im Würfel v erteilt w erden. Sind dann die T eilmatri-

zen v orb erec hnet, wird cij :=
~nP

k=1
aik � bkj durc h eine Reduktion en tlang der

k -Dimension b estimm t (vgl. Bild 2.2c ). Es sollte hier b eac h tet w erden, dass

die k als zusätzlic he Dimension ihren Sp eic herb edarf hab en. Durc h diesen

zusätzlic hen F aktor v on �( 3
p

p) auf Platzb edarf, ist der Algorithm us w eniger

geignet für groÿe Matrizen, ab er in diesem F all k omm t es auc h nic h t mehr auf

K omm unik ation an. Gegen üb er dem Cannon-Algorithm us k ann hier Zeit ge-

spart w erden, da die nötigen Daten nic h t nac h und nac h zu einem Prozessor

tropfen, sondern auf mehrere Prozessoren v erteilt w erden. V on diesen Pro-

zessoren wird die Summe dann parallel b erec hnet, w as die K omm unik ation

reduzieren k ann.

Analyse:

T

seq

(n=~n) + 2 T

broadcast

((n=~n)2; ~n) + T

reduce

((n=~n)2; ~n) �

3T

broadcast

((n=~n)2; ~n)
~n= 3p p
 T(n; p) 2 O(

n3

p
+ T

b yte

n2

p2=3
+ T

start

logp)

Eine wic h tige Erk enn tnis, die man aus diesen Algorithmen zieh t, ist, dass

Probleme der Linearen Algebra mit v ollb esetzten Matrizen häu�g sc hnell

gelöst w erden k önnen, indem Matrizen in T eilmatrizen aufgeteilt w erden,
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für die lok ale Berec hn ungen ausreic hen. Die K omm unik ation b esc hränkt sic h

dann auf w enige Broadcast- und Reduceop erationen, w o sonst ständig auf

fremde Daten zugegri�en w erden m üsste.
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3 K omm unik ation

Ein en tsc heidender T eil der Ausführungszeit v on parallelen Algorithmen

auf distributed Memory wird für k ollektiv e K omm unik ation v erbrauc h t. Ist

ein Problem nic h t auf triviale Art parallelisierbar, so m üssen die Prozes-

soren irgendw ann Daten austausc hen. Die v ersc hiedenen Arten k ollektiv en

Nac hric h tenaustausc hes sind Probleme, die so grundlegend sind, dass für sie

gleic h zu Beginn Algorithmen und Zeitsc hrank en b espro c hen w erden sollen,

auf die sic h spätere Algorithmen immer wieder b eziehen w erden. Hier nic h t

b espro c hen w erden die Sammelop eration Gather und die umgek ehrte Scatter-

Op eration. Gather ist v erw andt mit der in diesem Kapitel b esc hrieb enen

Reduce-Op eration. Der Op erator w äre dann K onk atenation der Nac hric h-

ten, w as allerdings b edeutet, dass die Nac hric h tenlänge nic h t k onstan t bleibt.

Durc h diese Änderung stellen sic h andere Anforderungen an Algorithmen, die

rec h tfertigen es als eine eigene Op eration zu b etrac h ten. Demen tsprec hend

ist Scatter die umgek ehrte Op eration die eine Nac hric h t aufteilt und die

T eile gleic hmäÿig üb er die Prozessoren v erteilt.

3.1 Reduktion

Problem b esc hreibung: Gegeb en ist ein assoziativ er, ab er nic h t zw angs-

läu�g k omm utativ er Op erator � , der in k onstan ter Zeit b erec hnet w erden

k ann. Zu b erec hnen ist � i<n x i := ( ::((x0 � x1) � x2) � ::: � xn� 1) .
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Algorithm us 3.1: PRAM Binomialbaum-Reduktion

a c t i v e : = 1 ;

f o r ( 0 � k < dlogne) {

i f ( a c t i v e ) {

i f ( b i t k o f i ) {

a c t i v e : = 0 ;

} e l s e i f ( i + 2 k < n ) {

x i : = x i � x i +2 k ;

}

}

}

Erläuterungen: Die Grundidee hin ter dem Algorithm us ist auf Bild

3.1a durc h einen Sc haltkreis v eransc haulic h t, der das gleic he tut. Der Sc halt-

kreis für eine Eingab elänge n = 2 k

ist dann gerade ein Binärbaum der Tiefe

k = log n . Da der PRAM-Algorithm us gleic h funktioniert, ist das auc h seine

Laufzeit. Die V erallgemeinerung auf b eliebige n b edeutet n ur einen un v oll-

ständigen T eilbaum auf ob erster Eb ene, mac h t den gesam ten Sc haltkreis also

n ur eine Eb ene höher.

Den Namen hat der Algorithm us der Struktur der Bezieh ungen zwisc hen

den K omm unik ationspartnern zu v erdank en. Auf Abbildung 3.1c stellen Kan-

ten K omm unik ation zwisc hen zw ei Prozesoren im Laufe des Algorithm us dar.

Der � -Op erator markiert die K omm unik ation en tlang der Kan ten im jew ei-

ligen Sc hritt. Diese Darstellung zeigt, dass die K omm unik ationsb ezieh ungen

zwisc hen Prozessoren die F orm eines Binomialbaumes hab en.

Analyse:

Für p = n :

T(n) 2 O(logn)
S(n) 2 O(n=logn)
E(n) 2 O(1=logn)

Die E�zienz leidet sic h tlic h darun ter, dass nac h jedem Sc hritt die Hälfte

der Prozessoren arb eitslos wird und der hohe Bedarf an Prozessoren mac h t

ihn auc h nic h t praktik abler. Gegen b eides k ann et w as getan w erden. Auc h

hier gibt es eine Abbildung die die Idee v erdeutlic hen soll, nämlic h Bild 3.1b .

In diesem F all w erden die Elemen te gleic hmäÿig üb er die Prozessoren v er-

teilt, w o jeder Prozessor seinen T eil der Arb eit sequen tiell erledigt. Da in

diesem sequen tiellen Blo c k alle Prozessoren v oll ausgelastet sind, hat die Be-

rec hn ung dort E�zienz 1. Die gesam te E�zienz wird also durc h den An teil



3.1. REDUKTION 27

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 a b c d e f

x i

(a) n = p
p

n/p

(b) n > p

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

a

b

c

d

e

f

1

2

3

4

(c) K omm unik ationsstruktur

Abbildung 3.1: Binomialbaum-Reduktion
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der Binärbaum-Reduktion an der Berec hn ung b estimm t. Damit ist also für

n � logp die E�zienz b einahe 1.

Analyse:

Für p Prozessoren und n � p:

T(n) 2 T

seq

(n=p) + �(log p)

E(n) =
T

seq

(n)
p(T

seq

(n=p) + �(log p))
=

1
1 + O(log(p))=n

= 1 � �(
logp

n
)

Bisher wurden n ur Fälle b etrac h tet, in denen alle Prozessoren freien Le-

sezugri� auf gemeinsamen Sp eic her hatten. Nun soll un tersuc h t w erden, w as

sic h auf einer Distributed Meomory Masc hine (DMM) ändert.

Algorithm us 3.2: DMM Binomialbaum-Reduktion

a c t i v e : = 1 ;

s : = x i ;

f o r ( k : = 0 ; k < dlogne ; k + + ) {

i f ( a c t i v e ) {

i f ( b i t k o f i ) {

s y n c � s e n d s t o P E i � 2k

;

a c t i v e : = 0 ;

} e l s e i f ( i + 2 k < n ) {

r e c e i v e s0

f r o m P E i + 2 k

;

s : = s � s0

;

}

}

}

Erläuterungen: Hier k omm t n un K omm unik ation hinzu, eine gute Ge-

legenheit den Ein�uss der Mo delle auf die Laufzeit zu un tersuc hen. Hat man

v ollständige V erkn üpfung, so b esteh t jeder der logp Sc hritts aus Berec hn ung

und einer K omm unik ationsop eration, also einem Startup und dem Senden

v on einem Byte. Zuletzt soll no c h das BSP-Mo dell b etrac h tet w erden. Auf

den ersten Blic k sieh t �(( l + g) logp) nic h t anders aus als b ei v ollständiger

V erkn üpfung, do c h stec kt in l ein logarithmisc her F aktor, also ist die Laufzeit

mindestens log2 p.

Analyse:

V ollständige V erkn üpfung: T(n) 2 �(( T

start

+ T

b yte

) logp)

Lineares Arra y: T(n) 2 �( p)

Lineares Arra y mit Hardw arerouter: T(n) 2 �(( T

start

+ T

b yte

) log p)

BSP: T(n) 2 �(( l + g) logp) = 
(log 2 p)
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Abbildung 3.2: Broadcast (sc h w arz) und Reduktion (rot)

3.2 Broadcast

Problem b esc hreibung: Ein PE (o.B.d.A der erste) sendet eine Nac hric h t

M [1::n] der Länge n an alle anderen.

Es gibt eine enge Bezieh ung zwisc hen Broadcast und Reduktion, tat-

säc hlic h lassen sic h sogar alle Broadcastalgorithmen durc h Umk ehren der

K omm unik ationsric h tung als Reduktionsalgorithmen für k omm utativ e Op e-

ratoren b en utzen. Die meisten Algorithmen, die im F olgenden b etrac h tet

w erden, funktionieren dann sogar mit nic h tk omm utativ en Op eratoren.

3.2.1 Binomialbaum-Broadcast

Algorithm us 3.3: Binomialbaum-Broadcast

i f ( i > 0 ) r e c e i v e M ;

f o r ( k : = 0 ; (i >> k ) mod 2 = 0 ; k + + ) {

i f ( i + 2 k < p ) {

s e n d M t o P E i + 2 k

;

}

}

Erläuterungen: Den Anfang mac h t ein Algorithm us, der tatsäc hlic h

sc hon so als Reduktionsalgorithm us b etrac h tet wurde ( 3.1 ). Auc h hier soll
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Abbildung 3.3: Broadcast mit Pip eline

die Baumstruktur herhalten um die V orstellung zu erleic h tern. Diesmal b e-

ginn t die Broadcastop eration an der W urzel und die Daten w erden en tlang

der Kan ten bis an die Blattknoten propagiert. Bei einer Nac hric h tenlänge

v on 1 ist es auc h nic h t möglic h die Daten sc hneller an alle Prozessoren zu

üb ermitteln als es hier passiert. Nun ist es allerdings so, dass b ei längeren

Nac hric h ten die meisten Prozessoren nic h ts zu tun hab en bis die ganze Nac h-

ric h t in einem anderen T eil des Baumes üb ermittelt wurde.

Analyse:

T(n; p) = dlogpe(T

start

+ nT

b yte

)

3.2.2 Lineare Pip eline

Algorithm us 3.4: Lineare Pip eline

p i e c e ( j ) : = M
�
(j � 1)n

k + 1 ::j n
k

�

;

f o r ( j : = 1 ; j < k + 1 ; j + + ) {

c o n c u r r e n t l y {

i f ( i = 0 _ j = k + 1 ) n o o p ( ) ;

e l s e r e c e i v e p i e c e ( j ) f r o m P E i � 1 ;

} w i t h {

i f ( i = p � 1 _ j = 0 ) t h e n n o o p ( ) ;

e l s e s e n d p i e c e ( j � 1 ) t o P E i + 1 ;

}

}

Erläuterungen: Bei diesem Broadcastalgorithm us wird die Nac hric h t

in k P ak eten w eitergegeb en, w ob ei o.B.d.A. kjn angenommen wird. W enn das

erste P ak et angek ommen ist, brauc h t jedes w eitere n ur no c h einen Sc hritt,
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w eil die näc hste Nac hric h t sc hon v or der Tür w artet. Zw ar ist die Zeit das

erste P ak et auszuliefern mit p � 1 ziemlic h ho c h, b ei (relativ zur Prozes-

sorzahl) sehr langen Nac hric h ten üb erwiegt ab er, dass die Nac hric h tenlänge

nic h t mehr so stark ins Gewic h t fällt. Die Zeit, die die Üb ermittelung dauert

ist T(n; p; k) = ( T

start

+ n
k T

b yte

)(p+ k � 2) und hängt damit zunäc hst v on der

W ahl v on k , also der Zahl der P ak ete ab. Optimal wird die asymptotisc he

Sc hrank e ab er b ei

k =

r
n(p � 2)T

b yte

T

start

Bei der Laufzeit, die sic h durc h diese W ahl ergibt, ist der W urzelterm ge-

gen die b eiden anderen additiv en T erme eher klein. Besonders zu b eac h ten

ist auc h der T erm pT

start

, der sic h b esonders b ei groÿer Prozessoranzahl b e-

merkbar mac h t.

Analyse:

T(n; p) � nT

b yte

+ pT

start

+
p

npT

start

T

b yte

3.2.3 Binärbaum-Broadcast

Algorithm us 3.5: Pip elined Binary T ree Broadcast

p i e c e ( j ) : = M
�
(j � 1)n

k + 1 ::j n
k

�

;

f o r ( j : = 1 ; j < k ; j + + ) {

i f ( p a r e n t e x i s t s ) r e c e i v e p i e c e ( j ) ;

i f ( l e f t c h i l d l e x i s t s ) s e n d p i e c e ( j ) t o l ;

i f ( r i g h t c h i l d r e x i s t s ) s e n d p i e c e ( j ) t o r ;

}

Erläuterungen: Die b eiden v orherigen Algorithmen zeigen b ei extre-

men Nac hric h tenlängen ihre Stärk en. Dieser v ersuc h t n un b eide in einen zu

v ereinen, der b ei allen Nac hric h tenlängen v ern ünftige Ergebnisse liefert. Das

Ziel ist es, zu erreic hen, dass so viele Knoten wie möglic h gleic hzeitig ausge-

lastet sind. Die Nac hric h t wird wie b ei einer Pip eline in k P ak ete aufgeteilt

(wieder soll o.B.d.A. kjn gelten). Auc h in einer Baumstruktur erlaubt eine

solc he Aufteilung, die Nac hric h t b ereits w eiterzupropagieren, b ev or sie k om-

plett üb ermittelt ist. Um möglic hst k onsisten t Daten w eiterleiten zu k önnen,

wird auc h die Baumstruktur angepasst. Fib onacci-Bäume eignen sic h gut,

da die P ak ete nic h t sync hron an b eide Kinder gesendet w erden k önnen. Der
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Abbildung 3.4: Pip elined Binary T ree Broadcast

en tsc heidende V orteil der Fib onacci-Bäume ist die In v arian te, dass v on je-

dem Knoten aus der Höhen un tersc hied der T eilbäume mit den Kindern als

W urzeln gerade eins b eträgt. Der Tiefen un tersc hied gleic h t gerade diese V er-

zögerung v on einem Sc hritt aus, mit der der rec h te T eilbaum das erste P ak et

b ek omm t. Anders als b eim Binomialbaum-Broadcast w erden die P ak ete v on

einer W urzel auc h n ur no c h an zw ei Kinder w eitergeleitet, ein P ak et ab w ec h-

selnd an b eide. Diese Änderung hat zur F olge dass die K omm unik ation n un

die Struktur eines Binärbaumes hat.

Ein K omm unik ationssc hritt, b ei dem jeder Prozessor einem der Kinder

eine Nac hric h t sendet, k ostet

n
k T

b yte

+ T

start

Zeit. Eine Sc hleifeniteration im

Algorithm us b ei Halb duplex en thält drei dieser K omm unik ationssc hritte und

zw ei b ei V ollduplex. Es dauert j Sc hritte bis das erste P ak et in Sc hic h t j
v erteilt ist. Für die Zahl pj der Prozessoren in einem Baum mit Höhe j gilt:

pj �
3
p

5 + 5

5(
p

5 � 1)
� j � 1:89� j

w ob ei � = 1+
p

5
2 der goldene Sc hnitt ist.

Damit ist die Tiefe d des Baumes ungefähr log� p. So lange dauert es also

auc h, bis das erste P ak et alle Prozessoren erreic h t hat. Jedes w eitere P ak et

brauc h t wie zu Beginn festgestellt drei Sc hritte b ei Halb duplex und zw ei b ei

V ollduplex. Für die Gesam tzeit gilt also

T(n; p; k) � ( n
k T

b yte

+ T

start

)(d + 3k � 3)

in Halb duplex bzw.
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T(n; p; k) � ( n
k T

b yte

+ T

start

)(d + 2k � 2)

in V ollduplex. Dab ei wird hier n ur der F all v ollständiger Fib onaccibäume

b etrac h tet, für allgemeine p k ann ab er auc h immer der näc hstgröÿere Baum

gew ählt und zurec h tgesc hnitten w erden. Die Abhängigk eit v on k lässt sic h

wieder durc h Optimieren en tfernen:

Halb duplex:

k =

s
n(d � 3)T

b yte

3T

start

V ollduplex:

k =

s
n(d � 2)T

b yte

3T

start

Analyse:

Halb duplex:

T(n; p) :� 3nT

b yte

+ T

start

log� p +
p

3n log� pT

start

T

b yte

V ollduplex:

T(n; p) :� 2nT

b yte

+ T

start

log� p +
p

2n log� pT

start

T

b yte

3.2.4 23-Broadcast

Algorithm us 3.6: 23-Broadcast

i f ( r o o t p r o c e s s ) {

f o r ( j : = 1 ; j < k ; j = j + 2 ) {

s e n d p i e c e ( j + 0 ) a l o n g e d g e l a b e l l e d 0 ;

s e n d p i e c e ( j + 1 ) a l o n g e d g e l a b e l l e d 1 ;

}

} e l s e {

r : = k ;

s : = � 1 ;

w h i l e ( r > 0 _ s � 0 ) {

t : = � 1 ;

c o n c u r r e n t l y {

i f ( r e c e i v e p i e c e ( j ) o v e r e d g e l a b e l l e d b

a s i n n e r n o d e ) {

t : = j ;

r : = r � 1 ;
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}

i f ( r e c e i v e p i e c e ( j 0

) o v e r e d g e l a b e l l e d 1 � b

a s l e a f ) {

r : = r � 1 ;

}

} w i t h {

i f ( s � 0 ) {

s e n d p i e c e ( s ) a l o n g e d g e l a b e l l e d b ;

s e n d p i e c e ( s ) a l o n g e d g e l a b e l l e d 1 � b ;

}

}

s : = t

}

}

Erläuterungen: Ein Problem, das bisher alle Baumalgorithmen gemein-

sam hatten, w ar, dass auc h mit Pip elining die Knoten w enig zu tun hatten.

Selbst w enn b ereits P ak ete im ganzen Baum v erteilt w aren, k onn te ein Kno-

ten n ur in jedem zw eiten Sc hritt et w as empfangen und als Blattknoten w ar

das zudem die einzige Tätigk eit. Allerdings ist es so, dass es in einem v ollstän-

digen Binärbaum ungefähr genauso viele innere Knoten gibt, wie Blattknoten.

Da hat man n un Knoten v on denen n ur die Hälfte in einem Sc hritt P ak ete

empfängt und die Hälfte aller Knoten sind Blattknoten die nic h ts senden,

wieso sollten also die Blattknoten nic h t in jedem Sc hritt P ak ete an die Kno-

ten senden, die nic h ts zu empfangen hab en? K onkret wird dies hier realisiert

indem man zw ei Bäume aufbaut (�t w o t(h)ree�-Algorithm us). Knoten, die in

einem Baum innere Knoten sind, üb ernehmen im zw eiten Baum die Rolle v on

Blattknoten und umgek ehrt. Der Knoten, der die Nac hric h t zu Beginn hat,

ist in den Bäumen nic h t en thalten, sondern sc hic kt die P ak ete an die b eiden

W urzeln. Die Hälfte der k P ak ete wird dann üb er einen Baum gesendet. Die

restlic hen P ak ete w erden üb er den anderen Baum v ersc hic kt. Natürlic h lässt

sic h diese K onstruktion auc h für Prozessorzahlen v erallgemeinern, die k ei-

nen v ollständigen Binärbaum bilden k önnen. Dafür brauc h t man n ur Knoten

so abzusc hneiden dass die Bäume ab w ec hselnd kleiner w erden, so dass der

Gröÿen un tersc hied stets hö c hstens 1 ist.

Die Kan ten in den Bäumen b ek ommen jew eils das Lab el 0 o der 1. Die

Lab els lassen sic h so w ählen, dass für jeden Knoten die Eingangsk an ten in

den b eiden Bäumen v ersc hiedene Lab els hab en und auc h die Ausgangsk an ten

in dem Baum, in dem der Knoten k ein Blatt ist. So k ann jeder Prozessor

ab w ec hselnd b eide 0- und b eide 1-Kan ten b en utzen und so in jedem Sc hritt

eine Nac hric h t empfangen und eine senden. Da das für alle Prozessoren gilt,
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Abbildung 3.5: 23-Broadcast

ist so jeder Prozessor v oll ausgelastet, w enn alle Prozessoren in den Bäumen

Nac hric h ten hab en und sie üb er Kan ten mit gleic hem Lab el austausc hen.

Um zu zeigen, dass es eine solc he W ahl für die Lab els gibt, w ollen wir einen

Hilfsgraphen k onstruieren. In diesem lässt sic h diese W ahl gut b estimmen,

da sie dort einer Zw ei-Färbung der Kan ten en tspric h t. Hierfür w erden die

Knoten v erdopp elt. Jeder, bis auf den Knoten, der die Nac hric h t v erteilt

(der ja n ur als Sender agiert), ist einmal als Sender und einmal als Empfänger

v orhanden. En tsprec hend dieser Ein teilung der Rollen, gehen die Kan ten n un

immer zu dem Knoten, dessen Rolle und Nummer mit der des Knotens im

Baum üb ereinstimm t (ein Beispiel �ndet sic h in Abbildung 3.5b ). Es gibt

zw ei Knoten, die jew eils n ur ein Kind in ihren Bäumen hab en statt zw ei

Kinder. Demen tsprec hend hab en diese b eiden Knoten als einzige Grad 1 als

Sender. Da alle anderen Grad 2 hab en, existiert ein Pfad zwisc hen diesen

b eiden Knoten. Bei diesem Pfad ist es leic h t eine Zw ei-Färbung zu �nden

indem man die Kan ten ab w ec hselnd mit 0 und 1 k ennzeic hnet. En tfern t man

diesen Pfad, so k önnen n ur no c h Kreise übrigbleib en. Nun ist der Graph

bipartit, also hab en sie gerade Länge und k önnen damit eb enfalls in zw ei

F arb en gek ennzeic hnet w erden. Diese Zw eifärbung b edeutet, dass an k einem

Knoten zw ei Kan ten mit gleic hem Lab el liegen. So w ohl b eim Senden als auc h

b eim Empfangen hab en die Kan ten also un tersc hiedlic he Lab els, w as gerade

gesuc h t w ar.
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Nac hdem n un klar ist, dass der Algorithm us zumindest immer möglic h

ist, soll seine Laufzeit b etrac h tet w erden. Es dauert 2j Sc hritte, bis jeder

Prozessor in Sc hic h t j mindestens ein P ak et erhalten hat. Es gibt insgesam t

d := dlog(p + 1) e Sc hic h ten. W enn die erste Nac hric h t im Baum propagiert

ist, dauert es 2 Sc hritte um 2 w eitere P ak ete an ihr Ziel zu bringen.

T(n; p; k) � ( n
k T

b yte

+ T

start

)(d + k � 1)

Wieder w ollen wir die Abhängigk eit v on k durc h asymptotisc h optimale W ahl

b eseitigen und w ählen für die Analyse

k =

r
n(2d � 1)T

b yte

T

start

Analyse:

T(n; p) � nT

b yte

+ 2 log pT

start

+
p

2n logpT

start

T

b yte

3.2.4.1 Implemen tierungsdetails

Bei der Besc hreibung wurde n ur die Existenz solc her Bäume und einer geeig-

neten Färbung gezeigt. Dab ei soll es nic h t bleib en, denn für eine Implemen-

tierung m üssen diese Bäume auc h sc hnell b estimm t w erden k önnen. Eb enso

m uss ein Knoten sc hnell heraus�nden k önnen, w elc he Lab els die ein- und

ausgehenden Kan ten hab en.

V on Jo c hen Sp ec k stamm t ein Algorithm us, der es erlaubt für einen Kno-

ten das Lab el der eingehenden Kan te im ob eren Baum zu b estimmen. Hat

man diese Information für den Knoten selbst und einen Kindknoten, so ist

der Rest leic h t zu b estimmen.

Algorithm us 3.7: 23 Incoming Edge Color

i n E d g e C o l o r ( p , i , h ) {

i f ( i i s r o o t o f T1 ) r e t u r n 1 ;

w h i l e ( (i bitand 2h) = 0 ) h + + ;

i f ( (2h+1

bitand i = 1) _ i + 2 h > p ) i0

: = i � 2h

;

e l s e i0

: = i + 2 h

;

r e t u r n i n E d g e C o l o r ( p , i0

, h ) x o r (p=2 mod 2) x o r (i0 > i ) ;

}
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Dieser Algorithm us b estimm t für gegeb ene Prozessorzahl p das Lab el der

eingehenden Kan te v on Prozessor i im ob eren Baum. Grob n utzt er die Struk-

tur der Färbung aus und steigt rekrusiv im Baum auf um üb er die eingehende

Kan te der Elternknoten die eigene Färbung zu b estimmen.

Bisher wurde stets das Duplex-Mo dell angenommen, w as daran liegt, dass

es nic h t klar ist, ob es üb erhaupt sinn v oll möglic h ist, den Algorithm us di-

rekt zu p ortieren. Alle Kan ten m üssten dafür in vier statt zw ei F arb en ge-

färbt w erden. Ob es hier üb erhaupt stets möglic h ist, ist no c h o�en. Eine

Implemen tierung mit der dopp elten Anzahl der Prozessoren, die dann in vier

Sc hritten zw ei Sc hritte des Duplexmo dells sim ulieren, ist ab er möglic h.

3.2.4.2 Fib onaccibäume

Der zuv or b esc hrieb ene Binärbaum-Algorithm us hat � anders als der 23-Algo-

rithm us � nic h t v ollständige Binärbäume als Anordn ung b en utzt, sondern Fi-

b onaccibäume. V on der Struktur würden auc h die Bäume im 23-Algorithm us

pro�tieren. Da v ollständige Fib onaccibäume ab er ein anderes V erhältnis v on

inneren Knoten zu Blättern hab en, m üssen sie zunäc hst geeignet angepasst

w erden, b ev or sie für den 23-Algorithm us b en utzt w erden k önnen. Aufge-

baut w erden diese abgesc hnittenen Fib onaccibäume in mehreren Sc hritten.

Zunäc hst soll geklärt w erden, wie der Baum aussieh t. Im F olgenden soll der

gröÿere T eilbaum immer der link e sein. Um die näc hsten Sc hritte zu v erdeut-

lic hen, soll auc h der Begri� einer Eb ene eingeführt w erden. Die W urzel soll in

Eb ene 1 liegen, v on jedem Knoten in Eb ene i aus hat der link e Kindknoten

Eb ene i + 1 und der rec h te Kindknoten Eb ene i + 2 . Bei einem v ollständigen

Baum w ären dann also alle Blätter durc h diesen Un tersc hied zwisc hen den

T eilbaum wurzeln in der gleic hen Eb ene. Desw eiteren folgt aus der Struktur

des Fib onaccibaumes, dass in Eb ene i genau Fi Knoten sind, w ob ei Fi die

i -te Fib onaccizahl ist.

Im ersten Sc hritt soll dann eine Nummerierung und eine Färbung gene-

riert w erden. Die Färbung hat dab ei im W esen tlic hen den Sinn zu un tersc hei-

den, ob ein Knoten üb er den ob eren Baum P ak ete in einem geraden, o der

in einem ungeraden T akt b ek omm t. Es gibt Knoten, die in geraden T ak-

ten P ak ete üb er den ob eren Baum erhalten und in ungeraden T akten üb er

den un teren Baum, so wie Knoten, b ei denen es gerade umgek ehrt ist. Die-

se Aufteilung wird durc h die Färbung repräsen tiert. Die v ersc hiedenfarbigen

Knoten w erden hier separat n ummeriert, w eil aus naheliegenden Gründen

k ein Knoten in b eiden Bäumen v ersc hiedene F arb en hab en k ann. Gefärbt

w erden die Knoten jeder ungeraden Eb ene w eiÿ und die jeder geraden Eb e-

ne sc h w arz. Die Nummerierung erfolgt zeilen w eise, die Knoten in Eb ene i
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Abbildung 3.6: Abgesc hnittene 23-Fib onacci-Bäume

w erden mit den Zahlen Fi � 1 bis Fi +1 � 1 durc hn ummeriert. Das sind genau

Fi = Fi + Fi � 1 � Fi � 1 = Fi +1 � Fi � 1 Zahlen. Die Zuordn ung erfolgt zunäc hst

nac h der Eb ene des Elternknotens und b ei gleic her Eb ene nac h der Nummer,

die der Elternknoten trägt. Es b ek omm t also ein Knoten, dessen Elternk-

noten die kleinere Eb enenn ummer hat, als der eines anderen, eine kleinere

Nummer zugewiesen. Eb enso wird b ei Elternknoten in der gleic hen Eb ene der

Knoten die kleinere Nummer erhalten, dessen Elternknoten b ereits die klei-

nere Nummer hat. Ein Beispiel für einen auf diese W eise aufgebauten Baum

ist in Abbildung 3.6a zu sehen. In v arian t ist, dass die Kinder v on jedem Kno-

ten gleic he Nummer, ab er v ersc hiedene F arb e hab en. Auc h zu b eac h ten ist,

dass in jeder F arb e alle Zahlen, bis zu der gröÿten im Baum v orhandenen,

auc h v ork ommen. Die Indizes lassen sic h auc h in Abhängigk eit v on der Eb e-

ne und da v on, ob der jew eilige Knoten ein link es o der ein rec h tes Kind ist,

b estimmen.

Im zw eiten Sc hritt soll der Baum n un so gekürzt w erden, dass es genau-

so viele Blätter gibt, wie innere Knoten. Dazu w erden eine Zahl b und eine

Zahl w b erec hnet. Es bleib en im fertigen Baum n ur Knoten erhalten, deren

Index kleiner o der gleic h b ist, w enn die Knoten sc h w arz sind und kleiner als
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w , w enn sie w eiÿ sind. Die F ormel für b und w in Abhängigk eit der Gesam t-

knotenzahl p soll n ur angegeb en, ab er nic h t b ewiesen w erden:

b :=

8
>><

>>:

p � 2F2i � 1 falls F2i +2 + F2i � p < F 2i +2 + 2F2i�
1
2(p + F2i � 1 � 1)

�

falls F2i +2 + 2F2i � p < F 2i +3 + F2i +1

2F2i +1 � 1 falls F2i +3 + F2i +1 � p < F 2i +3 + 2F2i +1�
1
2(p � F2i � 1)

�

falls F2i +3 + 2F2i +1 � p < F 2i +4 + F2i +2

w :=

8
>><

>>:

2F2i + 1 falls F2i +2 + F2i � p < F 2i +2 + 2F2i�
1
2(p � F2i � 1 + 2)

�

falls F2i +2 + 2F2i � p < F 2i +3 + F2i +1

p � 2F2i +1 + 1 falls F2i +3 + F2i +1 � p < F 2i +3 + 2F2i +1�
1
2(p + F2i + 2)

�

falls F2i +3 + 2F2i +1 � p < F 2i +4 + F2i +2

Wic h tig dab ei ist, dass durc h die zuv or b estimm te W ahl der F arb en und

Nummern für die Knoten immer eine passende Anzahl v on Blattern und inne-

ren Knoten übrigbleibt. Eb enfalls sic hergestellt wird, dass für k einen Knoten,

der no c h im Baum bleibt, der Elternknoten en tfern t wird (w as ja w egen der

un tersc hiedlic hen F arb en zu b efürc h ten w äre). Dab ei b eginn t die Nummerie-

rung für w eiÿ b ei 0 und die für sc h w arz b ei 1, daher sind dann b sc h w arze und

w w eiÿe Knoten übrig. Ein Beispiel ist in Abbildung 3.6a zu sehen, w o die

Knoten durc h eine gestric helte Line markiert sind, die abgesc hnitten w erden

würden. In diesem Beispiel ist p = 15 also b = 8 und w = 7 . Es w erden

dort somit alle sc h w arzen Knoten mit Nummer gröÿer als 8 und die w eiÿen

mit Nummer gröÿer o der gleic h 7 abgesc hnitten. Es bleibt ein Baum mit 15

Knoten übrig. Der sc h w arze Knoten mit Nummer 8 bleibt als ac h ter Knoten

im Baum, der w eiÿe Knoten mit der Nummer 7 wird en tfern t, w eil er w egen

der 0 der ac h te w eiÿe Knoten ist.

Diese K onstruktion ist so gew ählt, dass sic h im dritten Sc hritt der duale

Baum leic h t b erec hnen lässt. Die Abbildung, die als f (x) := w � 1 � x für

w eiÿe Knoten und f (x) := b+ 1 � x für sc h w arze Knoten de�niert ist, liefert

eine P erm utation der Nummern im Baum. An w endung dieser Abbildung auf

alle Knoten des b esc hrieb enen Baumes liefert einen Baum, in dem Blätter

und innere Knoten v ertausc h t sind. Das liegt daran, dass der zuv or de�nierte

Baum die Knoten mit den gröÿten Nummern für jede F arb e in den Blättern

hat. Nun da die Bäume aufgebaut sind, m uss n ur no c h die fertige Numme-

rierung erfolgen, die n ur no c h daraus b esteh t, dass auf die Nummern aller

w eiÿen Knoten die Anzahl b der sc h w arzen Knoten addiert wird. Ein nac h

diesem Prinzip aufgebauter Baum ist in Abbildung 3.6c dargestellt. Bei der

tatsäc hlic hen Umsetzung wird der Prozessor, der zu Beginn die Daten hat,

herausgenommen und die Bäume w erden n ur mit den anderen Prozessoren
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aufgebaut. Die P ak ete w erden dann ab w ec hselnd an die W urzeln der b eiden

Bäume gesendet.

3.2.4.3 23-Reduktion

Wie jeder Broadcastalgorithm us lässt sic h der 23-Broadcast auc h für Re-

duktion v erw enden. Will man jedo c h v om Pip elining pro�tieren, so m uss

die b ei der Reduktion v ew endete Op eration auf einzelnen P ak eten de�niert

sein. Das ist b eispielsw eise der F all, w enn in jedem P ak et Elemen te eines

d-dimensionalen V ektors üb ertragen w erden w ob ei kjd gelten sollte. Dann

k önnen tatsäc hlic h b eide T eilbäume parallel eine leic h t abgeänderte F orm

der Binomialbaum-Reduktion durc hführen. Abgeändert insofern als dass je-

der Prozessor n un das eigene Elemen t mit denen der zw ei Kinder v erkn üpft

und dann nac h ob en w eiterreic h t. Um die K omm utativität zu erhalten m üs-

sen die Bäume dann auc h so gew ählt w erden, dass die Prozessor-Indizes ge-

rade einer In-Order-Nummerierung in b eiden Bäumen en tsprec hen (das ist

b eispielsw eise in Abbildung 3.5a der F all).

3.2.5 ESBT-Broadcast
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Abbildung 3.7: ESBT-Broadcast

Der hier n ur in Grundzügen b esc hrieb ene Algorithm us ist � wie der v orhe-

rige � optimal, v erlangt ab er Hyp ercub e als Netzw erk. Statt V ollduplex funk-

tioniert er auc h im T elefonmo dell, Halb duplex bringt ab er w eiterhin einen

F aktor 2 ein.

Er funktioniert, indem d Binomialbäume in den d-dimensionalen Hyp er-

würfel (min us dem 0-Knoten) eingeb ettet w erden. In jedem Sc hritt wird dazu
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ein P ak et v on jedem Knoten aus in eine andere der d v ersc hiedenen Dimen-

sionen v ersc hic kt, w enn es dort no c h nic h t angelangt ist. Sieh t man die Hin-

und Rüc kric h tung zwisc hen zw ei Knoten als v ersc hiedene Kan ten an, so zeigt

sic h, dass so Binomialbäume en tstehen, deren W urzeln die d Nac h barknoten

des 0-Knotens des Hyp erwürfels sind. Sie hab en in diesem F all auc h k eine ge-

meinsamen Kan ten, w esw egen sie als E dge-disjoin t S panning B inomial T rees

b ezeic hnet w erden. Als Beispiel ist in Abbildung 3.7 der ESBT-Graph für Di-

mension 3 dargestellt. Da die Nac hric h ten in jedem Sc hritt n ur üb er Kan ten

in eine Ric h tung gesendet w erden, gibt es hö c hstens eine eingehende und eine

ausgehende Nac hric h t, w enn zw ei in dieser Ric h tung b enac h barte Prozesso-

ren ihre un tersc hiedlic hen Nac hric h ten austausc hen. Insgesam t k önnen also

P ak ete die Bäume unabhängig v oneinander ungehindert tra v ersieren.

W enn man also k P ak ete hat (wie immer soll kjn gelten), so wird in

jedem Sc hritt ein P ak et an eine der W urzeln nac h dem Round-Robin-Prinzip

gesc hic kt. W enn eine W urzel eines der P ak ete hat, so brauc h t der Baum d

Sc hritte bis das P ak et alle Blätter erreic h t hat. Da das auc h für den Baum

gilt, der nac h k Sc hritten als letzter ein P ak et erhält und die Bäume einander

nic h t in die Quere k ommen, ist nac h k + d Sc hritten die Nac hric h t im Würfel

v erteilt. Die Zeit ist also

T(n; p; k) = ( k + d)
�
T

start

+ n
k T

b yte

�

Wie für alle pak etbasierten Algorithmen lässt sic h auc h hier k so w ählen,

dass es für die Analyse optimal ist:

k =

r
ndT

b yte

T

start

Analyse:

T(n; p) = nT

b yte

+ dT

start

+
p

ndT

start

T

b yte

Da sc hon einige Algorithmen für Broadcast eingeführt wurden, lohn t sic h

an dieser Stelle ein Üb erblic k, um herauszu�nden, w ann w elc her Algorithm us

sinn v oll ist und w eshalb man selbst einen eigenen Algorithm us implemen tie-

ren sollte. Beim letzten Punkt sollte man sic h b ewusst sein, dass viele Biblio-

thek en k ein Pip elining in ihren Implemen tierungen k ollektiv er Op erationen

n utzen. Spielen k ollektiv e Op erationen eine wic h tige Rolle für die Laufzeit

des Algortihm us, lohn t sic h eine eigene Implemen tierung oft.

In der Realität sind P arameter, b eispielsw eise die Anzahl der P ak ete k

auc h nic h t so leic h t zu w ählen, wie es b ei der Absc hätzung no c h getan wird.
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Abbildung 3.8: Üb ersic h t üb er die Broadcastalgorithmen

Ganz abgesehen v on der Rundung, wurde zuv or k in Abhängigk eit v on T

b yte

gew ählt, do c h dieses m uss für eine Masc hine nic h t k onstan t sein. Oft wird so-

gar abhängig v on der Nac hric h tenlänge zwisc hen Protok ollen umgesc haltet,

w eshalb lineare Abhängigk eit eine V ereinfac h ung ist. Eine w eitere V ereinfa-

c hende Annahme, die zuv or getro�en wurde w ar, dass Senden und Empfan-

gen b eide P artner gleic h viel Zeit k ostet. W enn Empfangen länger dauert

k ann in einem Fib onaccibaum der V erzw eigungsgrad erhöh t w erden. Damit

soll sic hergestellt w erden, dass alle P ak ete no c h immer ungefähr gleic hzeitig

die Blätter erreic hen.

Nun bleibt no c h die F rage w elc her Algorithm us sic h in w elc her Situation

lohn t. Wie b ereits b ei der Besc hreibung der b eiden Algorithmen erw ähn t,

ist für kurze Nac hric h tenlängen der Binomialbaum b esonders sc hnell; eb enso

lineare Pip eline für w enige Prozessoren ab er sehr lange Nac hric h ten. In die-

sen Extremfällen pro�tieren die Algorithmen da v on, dass sie relativ geringen

Ov erhead hab en und v ergleic hsw eise einfac h zu implemen tieren sind. Kenn t

man die Anforderungen im V oraus nic h t, b eispielsw eise w eil der Algorithm us

für eine Bibliothek b estimm t ist, so bietet sic h der 23-Broadcast an, da er

in allen Fällen solide Ergebnisse liefert. Der Binärbaum-Broadcast ist b ei

langen Nac hric h ten sc h w äc her als 23-Broadcast, b ei sehr kurzen ist Binomi-

albaum sc hneller. Zw ar ist das In terv all in dem der Binärbaum-Algorithmen

gegen üb er b eiden im V orteil ist eher klein, do c h nimm t der Zeitaufw and für

den Binomialbaum-Algori thm us mit der Nac hric h tenlänge sehr sc hnell zu, so

dass sic h im Zwifelsfall der Binärbaum-Broadcast eher lohn t. Eine Üb ersic h t

üb er alle b etrac h teten Algorithmen �ndet sic h in Abbildung 3.8 .
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Abbildung 3.9: Prä�xsumme

3.3 Prä�xsumme

Problem b esc hreibung: Gesuc h t ist für jeden Prozessor i die Prä�xsumme

x @ i := � i 0� i m @ i , das heiÿt jeder Prozessor erhält die Summe üb er die Ele-

men te m der Prozessoren mit kleinerem Index. Die aufsummierten Elemen te

m k önnen auc h V ektoren v on n Bytes Länge sein. Es ist v on exklusiv er Prä-

�xsumme die Rede w enn das eigene Elemen t nic h t b erüc ksic h tigt wird, die

Prä�xsumme heiÿt inklusiv, w enn auc h das eigene Elemen t in die Summe mit

aufgenommen wird. Der Un tersc hied ist für Algorithmen jedo c h unerheblic h.

Wie b ereits b ei Broadcastalgorithmen bietet sic h für groÿe n und kleine p

wieder eine Pip eline ( 3.4 ) an. Die Prozessoren initiieren dann einen Ergeb-

nisv ektor mit ihren Daten und addieren die ank ommenden P ak ete b ev or sie

den en tsprec henden Absc hnitt w eiterleiten. Algorithmen für Prä�xsummen -

wie auc h Reduktionsalgorithmen - pro�tieren sogar stärk er v on Pip elining als

Broadcastalgorithmen. Wie b ei Broadcast erhält man ab er einen pT

start

-T erm

in der Laufzeit.

3.3.0.1 Hyp erwürfel

Algorithm us 3.8: Hyp ercub e Pre�x Sum

x : = m ;

� : = m ;

f o r ( k : = 0 ; k < d � 1 ; k + + ) {

y : = � @ (i � 2k ) ;

� : = � � y ;

i f ( b i t k o f i ) x : = x � y ;

}

Erläuterungen: Der Algorithm us lässt sic h motivieren indem man sic h
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Abbildung 3.10: Hyp ercub e-Prä�xsumme
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eine rekursiv e Bestimm ung der Prä�xsumme in Hyp erwürfeln wie folgt üb er-

legt. Ein Hyp erwürfel der Dimension d k ann in zw ei Hyp erwürfel der Dimen-

sion d� 1 zerlegt w erden, w ob ei ein T eilgraph dann aus allen Knoten b esteh t

deren Index mit 0 b eginn t und der andere aus allen mit einer 1 am An-

fang. Diese b eiden sollen hier 0-T eilwürfel bzw. 1-T eilwürfel heiÿen. Ist die

Prä�xsumme in b eiden T eilwürfeln als unabhängigen T eilgraphen für alle

Knoten b ek ann t, so fehlt dem 1-Würfel no c h die Summe üb er alle Elemen te

im 0-T eilwürfel. Da alle Knoten im 0-Würfel im v ollständigen Hyp erwürfel

kleineren Rang hab en als jeder Knoten im 1-Würfel, reic h t es die Gesam t-

summe im 0-Würfel zu k ennen und es wird nic h t einmal K omm utativität

v on � v erlangt. Es reic h t also, w enn im 0-Würfel für alle Knoten die ei-

gene Prä�xsumme und die Gesam tsumme im T eilwürfel b ek ann t ist, damit

alle Knoten im 1-Würfel jew eils v om Knoten mit en tsprec hendem Index die

Gesam tsumme b eziehen k önnen. Kennen die Knoten im 1-Würfel auc h die

Gesam tsumme in ihrem T eilwürfel k önnen sie auc h die T eilsummen mit den

0-Knoten austausc hen und so k ennen alle Knoten die Gesam tsumme im Wür-

fel. Daraus wird klar, dass der Algorithm us sic h rekursiv ausführen lässt bis

die T eilwürfel jew eils aus zw ei Knoten b estehen, für die sic h die Prä�xsum-

men und die T eilwürfelsummen leic h t b estimmen lassen.

Der ob en aufgelistete Algorithm us funktioniert nac h genau diesem Prin-

zip, indem er b ei eindimensionalen Würfeln b eginn t und induktiv die Summe

für den d-dimensionalen Würfel nac h dem b esc hrieb enen V erfahren k onstru-

iert. Ein Beispiel �ndet sic h in Abbildung 3.10 Bei der Laufzeit fällt p ositiv

die V erb esserung v on p auf logp als F aktor für T

start

auf. Auf der anderen

Seite steh t ein F aktor v on n logp auf T

b yte

. Dieser T erm sic h auc h nic h t durc h

Pip elining drüc k en, da alle Prozessoren stets b esc häftigt sind.

Analyse:

T(n; p) = ( T

start

+ nT

b yte

) logp

3.3.0.2 Pip eline-Binärbaum-Prä�xsumme

Algorithm us 3.9: Pip elined Binary T ree Pre�x Sum

k : = 0 ;

f o r ( k : = 0 t o n � 1 ) {

r e c e i v e mk f r o m l e f t c h i l d ;

xk : = mk � xk ;

r e c e i v e mk f r o m r i g h t c h i l d ;

s e n d mk � xk t o p a r e n t ;
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}

f o r ( k : = 0 ; k < n � 1 ; k + + ) {

mk : = 0 ;

i f ( p a r e n t e x i s t s ) {

r e c e i v e mk f r o m p a r e n t ;

}

s e n d mk t o l e f t c h i l d ;

s e n d mk � xk t o r i g h t c h i l d ;

}

Erläuterungen: Der Algorithm us setzt zunäc hst v oraus, dass die Pro-

zessoren in einem Fib onacci-Baum angeordnet sind und zusätzlic h in�x-

Nummerierung v orliegt. Das b edeutet insb esondere, dass v on jedem Knoten

aus im link en T eilbaum n ur Prozessoren mit kleinerem Index sind und im

rec h ten n ur Prozessoren mit gröÿerem Index. Für die Prä�xsumme b edeutet

das zunäc hst dass ein Prozessor alle Elemen te aus dem link en T eilbaum b enö-

tigt. Dazu m uss jeder Knoten die Summe b eider T eilbäume mit dem eigenen

Elemen t nac h ob en w eiterreic hen. Selbst b ehalten m uss er n ur die Summe

v on link em T eilbaum und dem eigenen Elemen t. Diese Berec hn ung en tspric h t

der ersten Phase der Algorithm us, der �Aufw ärtsphase� (siehe auc h Abbil-

dung 3.11a ). Jedem rec h ten T eilbaum fehlt zu diesem Zeitpunkt das Wissen

üb er die Elemen te im link en T eilbaum. Da der Index aller Prozessoren dort

kleiner ist, reic h t b ereits die Summe, die in der W urzel b eider T eilbäume

als Ergebnis der Aufw ärtsphase gesp eic hert ist. Diese Phase, in der jeder

Prozessor in b eiden T eibäumen die no c h fehlende T eilsumme w eiterpropa-

gert, die er v om Elternknoten erhält und für seinen rec h ten T eilknoten no c h

die gesp eic herte Summe im link en T eilbaum aufaddiert, wird hier nac h der

Ric h tung des Informations�usses als �Ab w ärtsphase� b ezeic hnet (siehe auc h

Abbildung 3.11b ).

T eilw eise lassen sic h die Phasen auc h üb erlapp en. In der Aufw ärtsphase

w erden zw ei P ak ete v on den Kindern empfangen und eines gesendet, w as

zw ei Sc hritte im Duplex-Mo dell k ostet. In der Ab w ärtsphase wird ein P a-

k et empfangen und dann w erden zw ei an die b eiden Kinder gesendet, auc h

wieder in zw ei Sc hritten. Die b eiden Phasen hin tereinander dauern damit

vier Sc hritte. Sind die b enötigten P ak ete an den Nac h barknoten v orhanden,

reic hen für die zw ei Phasen drei K omm unik ationssc hritte und es wird sogar

n ur das T elefonmo dell v erlangt. In einem Sc hritt k ann ein P ak et nac h ob en

gesendet w erden und ein P ak et aus einem früheren T eil der Ab w ärtsphase

empfangen. Das empfangene P ak et k ann in den folgenden Sc hritten an die

b eiden Kinder gesendet und parallel w erden die P ak ete aus der aktuellen

Aufw ärtsphase empfangen.
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Abbildung 3.11: Pip eline-Binärbaum-Prä�xsumme

Die v on anderen Baumalgorithmen b ek ann te geringe Auslastung der Blät-

ter bleibt b ei der Üb erlappung allerdings erhalten. Bei genauem Hinsehen

stellt man sc hnell fest, dass die Aufw ärtsphase einer mo di�zierten Reduk-

tionsop eration en tspric h t und eb enso die Ab w ärtsphase einem mo di�zier-

ten Broadcast. Bei b eiden k ann wie b ereits festgestellt durc h den 23-Broad-

castalgorithm us eine V erb esserung der E�zienz erreic h t w erden. So k ann

auc h dieser Algorithm us leic h t angepasst in den b eiden Bäumen parallel auf

T eildaten ausgeführt w erden. Auc h hier soll der Aufbau der Bäume In�x-

Nummerierung sic herstellen, da sie im zuv or b esc hrieb enen Algorithm us eine

wic h tige Rolle spielt.

Analyse:

T(n; p) � T

reduce

+ T

broadcast

� 2T

broadcast

=

2nT

b yte

+ 4 log pT

start

+
p

8n logpT

start

T

b yte

3.4 MCSTL: Prä�xsumme

Ein Algorithm us für Shared Memory ist in der MCSTL als partial_sum v or-

handen. Die n Elemen te w erden für die Prä�xsummen b erec hn ung zunäc hst

in p + 1 Blö c k e aufgeteilt. Auf den ersten p Blö c k en b erec hnet jew eils ein
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Abbildung 3.12: Beispiel für MCSTL-Algorithm us: partial_sum mit 3 Pro-

zessoren

Prozessor die lok ale Prä�xsumme. Im folgenden Sc hritt b erec hnet der erste

Prozessor sequen tiell die Prä�xsumme üb er die letzten Elemen te dieser Blö-

c k e. So ist für jeden Blo c k auc h die Summe üb er die v orhergehenden Blö c k e

b ek ann t. Es wird sequen tiell gerec hnet, da für w enige Prozessoren der Syn-

c hronisationsaufw and für eine baumförmige Berec hn ung nic h t gerec h tfertigt

ist. Das Haupteinstzgebiet v on MCSTL sind ab er Rec hner mit relativ w e-

nigen Prozessoren. Bei einer baumförmigen Prä�xsumme üb er die Blö c k e,

würde man zusätzlic h zu der Sync hronisation am Anfang und am Ende no c h

logp w eitere im Laufe der Berec hn ung brauc hen.

Nac h dem zw eiten Sc hritt ist für jeden Blo c k der O�set b ek ann t und es

k önnen für die letzten p Blö c k e die Ergebnisw erte aus den lok alen W erten

und dem O�set b erec hnet w erden. Eine Aufteilung in p + 1 Blö c k e spart

üb er�üssge Berec hn ungen. Im ersten Sc hritt wird die Summe zunäc hst für

die O�setb erec hn ung b enötigt. Da der letzte Prozessor k einen Nac hfolger hat,

ist es nic h t nötig auc h für ihn in diesem Sc hritt Berec hn ungen durc hzuführen.

Umgek ehrt addieren die Prozessoren im dritten Sc hritt den Blo c k o�set auf

die einzelnen W erte. Das ist für den ersten Blo c k nic h t nötig, da die �nalen

Ergebnisse b ereits im ersten Sc hritt b estimm t wurden.

Insgesam t sind für die drei Sc hritte auc h genauso viele Sync hronisations-

op erationen nac h den Sc hritten nötig. In den Sc hritten m üssen zw ei sequen-

tielle Summen üb er n=(p + 1) und eine üb er p Elemen te b erec hnet w erden.

Insgesam t ergibt sic h also eine Laufzeit, die in O(n=p+ p) liegt.
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Analyse:

T(n; p) 2 O(
n
p

+ p)

3.5 Gossip/All Reduce

Problem b esc hreibung: Der Prozessor i hat zu b eginn n ur eine Nac hric h t

mi der Länge n . Nac h der Gossip-Op eration soll jeder Prozessor alle Nac h-

ric h ten x := m0 � : : : � mp� 1 b esitzen.

Algorithm us 3.10: Hyp ercub e-Gossip

x : = mi ;

f o r ( j : = 0 ; j < d ; j + + ) {

x0

: = x @ (i � 2j ) ;

x : = x � x0

;

}

Erläuterungen: Die Idee hin ter dem Algorithm us ist an dieser Stelle

b ereits aus dem Hyp ercub e-Prä�xsummenalgorithm us ( 3.8 ) b ek ann t. Es tau-

sc hen zunäc hst b enac h barte Prozessoren in den eindimensionalen T eilwürfeln

(b enac h bart b ezüglic h Abstand 1 in der niedrigst w ertigsten Dimension) ihre

Nac hric h ten aus, so dass die Nac hric h tenpaare in diesen Würfeln b eiden Pro-

zessoren als x b ek ann t sind. P aare v on eindimensionalen Würfeln tausc hen

dann Nac hric h ten aus, so dass die vier b eteiligten Prozessoren die Nac hric h t

in ihrem T eilwürfel k ennen. Analog wird das V erfahren fortgesetzt, bis alle

Nac hric h ten im ganzen d-dimensionalen Würfel b ek ann t sind. Zu b eac h ten

ist hier, dass die Nac hric h ten k onk ateniert w erden, sic h also die Länge der

Nac hric h ten, die zu üb ertragen sind, in jedem Sc hritt v erdopp elt.

Analyse:

T(n; p) �
d� 1P

j =0
(T

start

+ n � 2j T

b yte

) = log pT

start

+ ( p � 1)nT
b yte

All-Reduce un tersc heidet sic h v on Gossip n ur darin, dass die Nac hric h-

ten nic h t k onk ateniert w erden sollen, sondern wie b ei Reduce ein Op erator auf

zw ei Nac hric h ten angew andt wird. Es ist damit eine Reduce-Op eration deren
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Ergebnis jedem Prozessor zur V erfügung steh t. Umsetzen lässt sic h diese Op e-

ration durc h eine Reduktion mit ansc hlieÿendem Broadcast des Ergebnisses.

In einem Hyp erwürfel lässt sic h der für Gossip b esc hrieb ene Algorithm us an-

passen und pro�tiert v on der k onstan ten Nac hric h tenlänge. Das halbiert die

Anzahl der K omm unik ationssc hritte gegen üb er Reduce und Broadcast. Der

Nac h teil ist dann, dass die Prozessoren auc h die Zwisc henergebnisse mehrfac h

b erec hnen. Das führt zu mehr Nac hric h ten im Netzw erk, da die Daten auc h

mehreren Prozessoren v orliegen m üssen. Stauanfällige Netzw erk e k önnen al-

so durc h eine Implemen tierung mit Reduce/Broadcast en tlastet w erden, da

b eim Hyp ercub e-All-Reduce Leitungen viel häu�ger b en utzt w erden.

3.6 All-to-All

Problem b esc hreibung: Jeder Prozessor hat p� 1 Nac hric h ten, eine für je-

den Anderen Prozessor. Als m [j ] wird dab ei die lok ale Nac hric h t b ezeic hnet,

die für den Prozessor mit Index j b estimm t ist.

3.6.1 All-to-All im Hyp erwürfel

Algorithm us 3.11: Hyp ercub e All-to-All

f o r ( j : = d � 2 ; j � 0 ; j �� ) {

r e c e i v e f r o m P E i � 2j

w h e r e t a r g e t i n m y j � d i m s u b c u b e ;

s e n d m e s s a g e s t o P E i � 2j
w h e r e t a r g e t i n i t s j � d i m s u b c u b e ;

}

Erläuterungen: Dass dieser Algorithm us aus [ 4 ] funktioniert, ist o�en-

sic h tlic h, da in jedem Sc hritt Nac hric h ten eine Dimension näher zu ihrem

Ziel k ommen, w enn sie nic h t b ereits angek ommen sind. Daraus folgt auc h

dass hö c hstens d also logp Sc hritte b enötigt w erden. Bleibt dann n ur no c h

die F rage, wie viele Nac hric h ten in jedem Sc hritt üb ermittelt w erden m üssen.

In jedem Sc hritt des Algorithm us w erden gerade p=2 Nac hric h ten v ersc hic kt.

Für den ersten Sc hritt folgt das direkt aus der T atsac he, dass für jeden Pro-

zessor die Hälfte der Ziele v on Nac hric h ten nic h t im eigenen T eilwürfel liegt.

Im in jedem folgenden Sc hritt hat ein Prozessor n ur no c h Daten für einen

Würfel zu v ersc hic k en, der halb so groÿ ist wie der v orherige, also auc h n ur

no c h halb so viele Nac hric h ten b ek ommen soll. Dafür ab er hat ihm im v or-



3.6. ALL-TO-ALL 51

herigen Sc hritt ein Prozessor genauso viele Nac hric h ten für diesen T eilwürfel

gesc hic kt, wie er b ereits selbst hielt. Für den Algorithm us sprec hen die lo-

garithmisc h vielen Startups. W eniger gut ist ein F aktor v on logp=2 auf die

Un tergrenze v on (p � 1)n Bytes die gesendet w erden m üssen. Bei v ollstän-

diger V erkn üpfung und groÿem n sollten desw egen die Nac hric h ten lieb er

einzeln v ersc hic kt w erden, um den logp-F aktor zu sparen, auc h w enn dann

jede Nac hric h t einen zusätzlic hen Startup b edeutet.

Analyse:

T(n; p) � logp(T

start

+
p
2

nT

b yte

)

3.6.2 1-F aktor-Algorithm us

Algorithm us 3.12: 1-F actor

f o r ( j : = 0 ; j < p � 1 ; j + + ) {

i d l e : =

p
2 j mod (p � 1) ;

i f ( (i = p � 1) ^ (2jp) ) {

e x c h a n g e d a t a w i t h P E i d l e ;

} e l s e {

i f ( i = idle ) {

i f ( 2jp ) {

e x c h a n g e d a t a w i t h P E (p � 1) ;

}

} e l s e {

i f ( 2jp ) {

e x c h a n g e d a t a w i t h P E (( j � i ) mod (p � 1)) ;

} e l s e {

e x c h a n g e d a t a w i t h P E (( j � i ) mod p) ;

}

}

}

}

Erläuterungen: Man stelle sic h für diesen Algorithm us die Prozesso-

ren als Z=pZ v or, also im Kreis angeordnet. Zunäc hst soll der P artner durc h

eine Spiegelungsabbildung b estimm t w erden, es wird also Prozessor 0 sic h

selbst als P artner zugeordnet, Prozessor 1 k omm uniziert mit p � 1, 2 mit

p � 2, usw. Damit auc h jede P aarung einmal v ork omm t, wird in Sc hritt j

nic h t n ur die Spiegelung alleine durc hgeführt, sondern zusätzlic h j Rotatio-
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Abbildung 3.13: All-T o-All im Hyp erwürfel
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Abbildung 3.14: 1-F aktor-Algorithm us

nen um den P artner zu b estimmen. Das b edeutet dass für einen Prozessor

mit dem durc h die Spiegelung b estimm ten P artner b egonnen wird und in den

folgenden Sc hritten auc h alle anderen der Reihe nac h abgearb eitet w erden.

Dass die P artnersc haft b eidseitig ist, wird dadurc h garan tiert dass in der

Diedergrupp e eine Spiegelung mit j -F ac her ansc hlieÿender Dreh ung zu sic h

selbst in v ers ist. Nic h t ganz elegan t ist hier no c h, dass b ei gerader Prozessor-

zahl in jedem zw eiten Sc hritt jew eils zw ei Prozessoren sic h selbst zugeordnet

w erden würden. Statt diesen F all abzufangen, indem die b eiden Prozesso-

ren dann einander als P artner zugeordnet w erden, wird der letzte Prozessor

ausgesc hlossen. Auf den übrigen Prozessoren wird das V erfahren für eine un-

gerade Anzahl v on Prozessoren angew andt. Da n un in jedem Sc hritt genau

ein Prozessor sic h selbst als P artner zugewiesen b ek omm t, k ann er mit dem

ausgesc hlossenen Prozessor Daten austausc hen.

Gegen üb er dem Hyp ercub e-Algorithm us erhöh t sic h die Anzahl der Star-

tups, da die Nac hric h ten einzeln v ersc hic kt w erden. Ist ab er das n groÿ, also

insb esondere die Zeit für den K omm unik ationsaufbau v ernac hlässigbar ge-

gen die Zeit für das V ersenden, pro�tiert der Algorithm us da v on, dass er die

Nac hric h ten direkt an den Zielprozessor sendet. Dann ist er auc h optimal, w eil

mehr direkte K omm unik ation nic h t möglic h ist und indirekte K omm unik ati-

on zw ar Startups spart, ab er für jedes T

start

zusätzlic he nT

b yte

Zeitaufw and

b edeutet.

Analyse:

T(n; p) = p(T

start

+ nT

b yte

)

3.6.3 Hierarc hial F actor-Algorithm

Der folgende Absc hnitt b esc häftigt sic h mit einer mo di�zierten F orm des Pro-

blems. Motiviert wird das Problem durc h Computercluster, die aus mehreren

v ernetzten Rec hnern (Knoten/No des) b estehen, v on denen jeder üb er mehre-

re Prozessoren v erfügen k ann. Betrac h tet man single-p orted-K omm unik ation,

so k önnen nic h t mehrere Prozessoren in einem Knoten gleic hzeitig Daten mit
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Prozessoren in anderen Knoten austausc hen. Zusätzlic h ist es durc haus üb-

lic h dass Cluster aus v ersc hiedenen Rec hnern aufgebaut sind, die insb eson-

dere v ersc hieden viele Prozessoren hab en k önnen. Die Anzahl der Knoten im

Cluster wird im folgenden mit P b ezeic hnet, mit jUj die Anzahl Prozessoren

in Knoten U . Der Algorithm us stamm t v on Sanders und T rä� [ 13 ].

Algorithm us 3.13: Hierarc hial F actor-Algorithm

A : = f No de 0; : : : ; No de P � 1g ;

d o n e : = 0 ;

w h i l e ( A 6= ; ) {

/ / p h a s e

c u r r e n t : = minfj Uj jU 2 Ag ;

f o r j = 0 t o jAj � 1 d o ;

/ / r o u n d

p a r a l l e l _ f o r e a c h ( U � V 2 Gj
A ) {

f o r e a c h ( u 2 U; done � l (u) < curren t ) {

f o r e a c h ( v 2 V ) {

/ / s t e p

e x c h a n g e d a t a b e t w e e n u a n d v ;

}

}

}

d o n e : = c u r r e n t ;

A : = A n f Uj jUj = curren t g ;

}

Erläuterungen: Im Algorithm us w erden no c h T erme v erw endet, die

zunäc hst de�niert w erden sollen. Zunäc hst ist da die V orgängerrelation �

die De�niert wird durc h

U � V := jUj � j V j _ (jUj = jV j ^ index (U) � index (V))

Es ist also eine Ordn ung, die Knoten nac h Anzahl der Prozessoren sortiert

und b ei gleic her Anzahl die durc h den Index v orgegeb ene Ordn ung b eib ehält.

Für den 1-F aktor-Algorithm us wurde ein V erfahren de�niert P aarungen v on

Prozessoren für den Datenaustausc h zu w ählen. Solc he P aarungen v erallge-

meinert für eine Menge A w erden hier durc h GA b ezeic hnet. Die Menge der

P aarungen im j -ten der jAj Sc hritte des 1-F aktor-Algorithm us ist dann Gj
A .

Zuletzt wird mit l (u) der Lok ale Index eines Prozessors u in seinem Knoten

b ezeic hnet.

Zugunsten der Üb ersic h tlic hk eit wird der Algorithm us hier in Phasen,

Runden und Sc hritte aufgeteilt. Die Op eration in jeder Phase wird dadurc h
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Abbildung 3.15: Hierarc hial F actor-Algorithm

b estimm t, dass die Knoten mit der kleinsten Anzahl m Prozessoren zum

Sc hluss der Phase den Datenaustausc h abgesc hlossen hab en sollen. Die glei-

c he Anzahl der Prozessoren in jedem Knoten soll eb enfalls ihre Daten mit al-

len Prozessoren v on b ezüglic h der Ordn ung � gröÿeren Knoten ausgetausc h t

hab en. Die Daten, die dann für diese Prozessoren no c h auszutausc hen sind,

w erden üb ertragen, w enn der jew eilige Prozessor in einem b ezüglic h � klei-

neren Knoten an der Reihe ist. W elc he Knoten miteinander k omm unizieren

legt die Runde fest. In der j -ten Runde wird dazu die Menge der P aarungen

Gj
A b etrac h tet. Aus dem Knoten einer P aarung, der b ezüglic h � kleiner ist

w erden die m Prozessoren mit kleinstem lok alen Rang gew ählt und k omm u-

nizieren mit allen Prozessoren des P artnerknotens. Jede dieser K omm unik a-

tionen wird als Sc hritt b ezeic hnet. Dadurc h ist sic hegestellt, dass nac h allen

jAj Runden einer P aarung die ersten m Prozessoren in jedem Knoten mit al-

len b ezüglic h � gröÿeren Knoten ihren Datenaustausc h abgesc hlossen hab en.

Die Knoten die b ezüglic h � kleiner sind w erden dann no c h ihre eigene Phase

hab en, in der die no c h fehlenden Daten ausgetausc h t w erden. Das garan tiert

zumindest die K orrektheit.

Optimale Laufzeit k ann leider nic h t garan tiert w erden. Der Algorithm us
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brauc h t immer (p � M + ( M + 1) =2)M Sc hritte, w ob ei

M := maxfj No de 0j ; : : : ; j No de P � 1jg

die maximale Anzahl Prozessoren pro Knoten ist. Der Grund dafür �ndet sic h

in der F aktorisierung. Nac h einer Phase hab en alle Prozessoren im kleinsten

Knoten und genauso viele in allen anderen mit dem b ezüglic h � gröÿten Kno-

ten Daten ausgetausc h t. Die F aktorisierung garan tiert dab ei dass der gröÿte

Knoten an jeder Runde b eteiligt ist (in einer da v on tausc hen immer sei-

ne kleinsten Prozessoren lok al Daten mit den anderen aus). Bis zur letzten

Phase ist der letzte Knoten durc hgehend aktiv und hat mit jedem Prozes-

sor in anderen Knoten M Nac hric h ten ausgetausc h t. Zusätzlic h brauc h t er

M (M +1) =2 Sc hritte für lok ale K omm unik ation, die üb er die Phasen v erteilt

sind. Da k ein anderer Knoten seinen Datenaustausc h später b eendet ist das

auc h die Zahl der Sc hritte die der ganze Algorithm us mac h t. Das Problem

des Algorithm us ist dass jeder Knoten in jeder Phase einmal mit sic h selbst

k omm uniziert. Das ist nötig, da auc h Nac hric h ten zwisc hen den Prozessoren

eines Knotens auszutausc hen sind. Diese in terne K omm unik ation ist ab er

sc hneller als K omm unik ation zwisc hen mehreren Knoten. In einigen Fällen

k ann es ein Sc hedule geb en, das lok ale K omm unik ation nic h t mit w elc her

zwisc hen v ersc hiedenen Knoten parallelsc haltet.

Analyse:

T(n; p; M ) = ( p � M )M (T

start

+ nT

b yte

) +
M (M + 1)

2
(T

lo cal-start

+ nT

lo cal-b yte

)

3.6.4 h -Relation

Im F olgenden en tfern t man sic h da v on, dass jeder Prozessor für jeden ande-

ren gleic h viele Daten hat und auc h gleic h viele v on jedem anderen erhält.

Jeder Prozessor hat hier eine Reihe v on P ak eten, die an andere Prozessoren

geric h tet sind. Der P arameter h stellt b ei dieser K omm unik ationsop eration

lediglic h eine ob ere Sc hrank e für die Anzahl Sc hritte dar, die ein Prozessor

mit K omm unik ation b esc häftigt sein k ann. W as das k onkret b edeutet hängt

da v on ab, ob man Halb duplex o der V ollduplex für das Mo dell annimm t. Bei

einem Sc hritt im V ollduplexmo dell k ann eine ausgehende und eine einge-

hende Nac hric h t parallelisiert w erden. Hier wird also h durc h das Maxim um

der Anzahl h

in

v on eingehenden P ak ete und der Anzahl h

out

v on ausgehenden

P ak ete üb er alle Prozessoren b estimm t. F ormal ausgedrüc kt b edeutet das

h :=
p

max
i =1

maxf h

in

(i ); h

out

(i )g
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Damit ist eine h -Relation in V ollduplex ein k ollektiv er Nac hric h tenaustausc h

b ei dem k ein Prozessor mehr als h P ak ete sendet o der empfängt. Bei Halb-

duplex k ann Senden und Empfangen nic h t parallelisiert w erden. F olglic h

wird die Zeit, die ein Prozessor mit K omm unik ation v erbringen m uss durc h

die Summe der Sende- und Empfangsop erationen festgelegt. Es gilt für h also

h :=
p

max
i =1

f h

in

(i ) + h

out

(i )g

Da zumindest ein Prozessor alle h Sc hritte ausführen m uss, w enn er ohne

Un terbrec h ung k omm unizieren k ann, ist h(T

start

+ j P ak et j T

b yte

) eine un tere

Sc hrank e für die Dauer.

3.6.4.1 h -Relation mit V ollduplex

Im Duplex-Mo dell k omm t man sc hnell auf eine Lösung, die optimale Zeit für

die K omm unik ation liefert. Ein Satz v on K ®nig [ 6 ] üb er bipartite Graphen

ist hier hilfreic h. Dieser Satz b esagt, dass der c hromatisc he Index eines bi-

partiten Graphen gerade dem maximalen Grad en tspric h t. Um diesen Satz

zu b en utzen, b eginn t man mit einem Hilfsgraphen, der zu einem ähnlic h ist,

der für die Lab elw ahl des 23-Baumalgorithm us b en utzt wurde ( 3.2.4 ). Dieser

bipartite Multigraph G := ( V; E) wird im F olgenden de�niert.

Die Knotenmenge im Hilfsgraphen hat pro Prozessor zw ei Knoten, näm-

lic h für ein PE i die Knoten si und r i . Die Knotenmenge ist also:

V := f s0; : : : ; sp� 1g [ f r0; : : : ; rp� 1g

Die Rollen der b eiden Knoten w erden klar w enn auc h die Knotenmenge de-

�niert wird:

jf (si ; r j ) 2 Egj = Anzahl P ak ete v on PE i für PE j

Es gibt also so viele Kan ten v on si nac h r j , wie P ak ete v on PE i nac h PE
j gesc hic kt w erden sollen. Es en tspric h t also eine Kan te (si ; r j ) einem P a-

k et, das v on PE i zu PE j gesendet w erden m uss. Damit ist der Grad des

Knotens si gerade h

out

(i ) und der v on r i ist dann h

in

(i ) . Der Satz v on K ®nig

sic hert die Existenz einer h -Färbung im Hilfsgraphen G. Hat man eine solc he

Färbung, so lassen sic h in einem Sc hritt immer die zu Kan ten einer F arb e

gehörenden P ak ete k on�iktfrei v ersenden. Da es n ur h F arb en gibt, b enötigt

man auc h n ur h Sc hritte, also optimale Zeit b ei pak et w eiser Auslieferung.

Die F reude üb er den optimalen Algorithm us wird et w as getrübt w enn man

feststellt, dass es leider nic h t so leic h t ist, die Informationen üb er die Daten
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Abbildung 3.16: Beispiel für 2-Relation im V ollduplexmo dell

zu sammeln, die v ersendet w erden sollen und dann auc h no c h eine h -Färbung

für den Hilfsgraphen zu b estimmen. Alleine der Zeitaufw and zur Bestimm ung

einer optimalen Färbung ist ho c h, w esw egen in der Praxis oft auf sc hnellere

Algorithmen zurüc kgegri�en wird, die dafür nic h t immer optimale Ergebnisse

liefern.

3.6.4.2 h -Relation mit Halb duplex

Da eine K omm uik ation in Halb duplex so w ohl Sender, als auc h Empfänger

ganz in Anspruc h nimm t, lässt sic h der Satz v on K ®nig nic h t an w enden.

Genauer ist n ur eine Färbung mit b3h=2c F arb en zu b ew eisen. T atsäc hlic h

gibt es Fälle, in denen auc h so viele Sc hritte b enötigt w erden, ein Beispiel

�ndet sic h in Abbildung 3.17a . Eb enso gibt es ab er auc h w elc he, in denen man

mit h Sc hritten ausk omm t, w o wieder Abbildung 3.16a als Beispiel dienen

k ann. Eine viel wic h tigere Beobac h tung ist, dass für ein optimales Sc hedule

direktes V ersenden v on P ak eten nic h t immer ausreic h t. Das k ann man am

b esten an einem einfac hen Beispiel zeigen, das in Abbildung 3.17b dargestellt

ist. W enn hier die Prozessoren 1 bis 3 paarw eise Nac hric h ten für einander

hab en und der vierte nic h t b esc häftigt ist, so k ann durc h Ein bindung des

vierten Prozessors in die K omm unik ation die Anzahl der nötigen Sc hritte

v on drei auf zw ei Reduziert w erden. Allgemein lässt sic h immer no c h eine

un tere Sc hrank e v on

6
5h für gerade p zeigen. Für ungerade p gibt es eine

Sc hrank e v on ( 6
5 + 18

25p)h . Auc h mit indirekter P ak etzustellung gibt es also

Fälle, in denen

6
5h + O(1) Sc hritte nötig sind.

Die Idee des Algorithm us v on Sanders und Solis-Oba [ 12 ] der n un b e-
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Abbildung 3.17: h -Relation im Halb duplexmo dell

sc hrieb en wird, b esteh t darin, die h -Relation in dh=2e 2-Relationen aufzubre-

c hen, die sic h dann auc h gut un tersuc hen lassen. Bei der Besc hreibung wird

die ursprünglic he K omm unik ationsric h tung meist ignoriert. Das hat den ein-

fac hen Grund, dass im Halb duplexmo dell die Ric h tung k einen Un tersc hied

mac h t, w eil so wieso b eide K omm unik ationspartner b esc häftigt sind. Im ers-

ten Sc hritt w erden alle Knoten mit ungeradem Grad v erbunden, so dass es

n ur no c h Knoten mit geradem Grad gibt. Es k ommen so nic h t zu viele Kan ten

hinzu, denn es gibt hö c hstens eine für zw ei Knoten, v or allem steigt der ma-

ximale Grad h hö c hstens um 1, genau dann w enn er ungerade w ar. Nac hdem

das getan ist, k ann der Graph in k an tendisjunkte Kreise zerlegt w erden. In

diesen Kreisen b en utzt man die Möglic hk eit die Kan tenorien tierung b eliebig

zu w ählen und w ählt sie so, dass die Kreise alle im Uhrzeigersinn ausgeric h tet

sind. So ist der Eingangsgrad und der Ausgangsgrad in jedem Knoten gleic h

groÿ, insb esondere also ist er immer kleiner o der gleic h dh=2e. In diesem Gra-

phen k ann wie b eim V ollduplex-Algorithm us eine Färbung mit dh=2e F arb en

gefunden w erden. Betrac h tet man n ur die Kan ten einer F arb e, so hat jeder

Knoten hö c hstens eine eingehende und eine ausgehende Kan te. Die Knoten

mit allen Kan ten einer F arb e bilden also eine 2-Relation und es gibt genau

dh=2e solc her 2-Relationen. Die Kan ten � sofern im ursprünglic hen Graphen

v orhanden � k önnen n un wieder ihre eigen tlic he Orien tierung erhalten, denn

die Aufspaltung in 2-Relationen ist fertig.

2-Relationen hab en maximalen Grad zw ei, k önnen also n ur aus knotendis-

junkten Pfaden und Kreisen b estehen. In einem Pfad lassen sic h die Kan ten

leic h t in zw ei F arb en färb en und damit ergibt sic h auc h ein Sc hedule in zw ei

Sc hritten. Analog sind auc h für einen Kreis gerader Länge n ur zw ei Sc hritte

nötig. Bei einem Kreis ungerader Länge ho�t man zunäc hst darauf dass es

no c h einen Knoten gibt, der zu k einem Pfad o der Kreis der 2-Relation gehört.
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So ein Knoten k ann an b eliebiger Stelle in den ungeraden Kreis in tegriert

w erden, so dass die Länge gerade wird. Das ist also eine V erallgemeinerung

des Beispiels in Abbildung 3.17b für b eliebige ungerade Kreise. Sc h wieriger

ist es, w enn es mehr ungerade Kreise gibt, als Helferknoten. Hat man zw ei

Kreise ungerader Länge, so k önnen Knoten aus einem Kreis für den ande-

ren Kreis als Helferknoten fungieren. Jedes P ak et wird dafür in 5 T eilpak ete

aufgeteilt. In Abbildung 3.18 ist die V ermittlung solc her aufgeteilter P ak ete

für zw ei Kreise A und B der Länge jAj bzw. jB j dargestellt. Diese V ermitt-

lung brauc h t immer 12 �kleine� Sc hritte, in denen n ur T eilpak ete v on einem

Fünftel der ursprünglic hen Länge v ersendet w erden. Eine P aarung v on zw ei

ungeraden Kreisen brauc h t also ungefähr 12=5 Sc hritte.

Ist p gerade, so k ann es auc h n ur eine gerade Anzahl an Pfaden und Krei-

sen ungerader Länge geb en, die nic h t mit einem un b eteiligten Knoten gepaart

w erden k önnen. P aart man auc h diese Kreise un tereinander, so brauc h t k ei-

ne 2-Relation mehr also 12=5 Sc hritte. Es gibt dh=2e solc her 2-Relationen

und dh=2e ist maximal (h + 1) =2, also brauc h t der Algorithm us b ei ge-

radem p maximal

12
5�2(h + 1) = 6

5(h + 1) Sc hritte. Bei ungeradem p k ann

nic h t mehr garan tiert w erden, dass alle Kreise ungerader Länge un tereinan-

der o der mit un b eteiligten Knoten gepaart w erden k önnen. Um nic h t zu viele

Sc hritte desw egen zu v erlieren, wird b ei ungerader Anzahl ungerader Kreise

immer eine Kan te en tfern t. Die en tfern ten Kan ten w erden für eine spätere

Ausführung gesammelt. Dafür ist es wic h tig, dass die Kan ten k eine gemein-

samen Knoten hab en, damit die zu den Kan ten gehörenden P ak ete parallel

v ersc hic kt w erden k önnen. Es lässt sic h zeigen, dass sic h immer mindestens

dp=4e Kan ten geeignet w ählen lassen. Es ist also auc h n ur frühestens alle

dp=4e Sc hritte nötig einen zusätzlic hen Sc hritt einzufügen. Insgesam t erhöh t

sic h die Sc hrank e b ei ungeradem p durc h diese zusätzlic hen Sc hritte auf

insgesam t ( 6
5 + 2

p)(h + 1) Sc hritte.

Der Algorihm us lohn t sic h v or allem b ei kleinen Prozessorzahlen und lan-

gen Nac hric h ten. Für groÿe Prozessorzahlen k ann neb en Engpässen im Netz-

w erk auc h die Bestimm ung der Färbung zu viel Zeit k osten. Bei der Länge

der Nac hric h ten ist wic h tig, dass auc h b ei der Aufteilung in 5 T eilpak ete der

Startup o v erhead gegen die Zeit für die eigen tlic he Daten üb ermittlung gering

ist.
3.6.5 All-to-All mit unregelmäÿigen Nac hric h tenlängen

Nun v erzic h tet man auc h auf die Ein teilung in P ak ete. Es geh t no c h einmal

zurüc k zu einem Algorithm us für All-to-All, diesmal ab er einen F all b ei dem
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die Nac hric h tenlängen nic h t gleic h sind. Es ist klar, dass dieser F all no c h et-

w as allgemeiner ist, als der der h -Relation, da dort die Nac hric h tenlängen alle

Vielfac he einer P ak etlänge w aren. Der Einfac hheit halb er soll angenommen

w erden, dass jeder Prozessor gleic h viele Bytes sendet und empfängt. Diese

Anzahl soll eb enfalls h genann t w erden. Die Nac hric h ten aus dem allgemei-

nen F all k önnen ab er geeignet v erlängert w erden, um diesen Sp ezialfall zu

erhalten. Es soll w eiterhin angenommen w erden, dass sic h alle Nac hric h ten-

längen durc h p teilen lassen, w as b ei langen Nac hric h ten k eine zu stark e Ein-

sc hränkung ist. Zuletzt soll der Einfac hheit halb er ein Prozessor auc h immer

für sic h selbst eine Nac hric h t hab en, damit lästige Sonderfallb ehandlungen

v ermieden w erden k önnen.

Algorithm us 3.14: Zw eiphasenalgorithm us für All-to-All

a l l t o a l l 2 p h a s e ( m [1::p] , p ) {

f o r ( j : = 1 ; j < p ; j + + ) {

a [j ] = hi ;

f o r ( k : = 1 ; k < p ; k + + ) {

a [j ] : = a [j ] � m [k]
h
(i � 1)n[k]

p + 1 ::j n[k]
p

i

;

}

}

b : = r e g u l a r a l l t o a l l ( a , p ) ;

� : = h1; : : : ; 1i ;

f o r ( j : = 1 ; j < p ; j + + ) {

c[j ] : = hi ;

f o r ( k : = 1 ; k < p ; k + + ) {

/ / A l l � G a t h e r t o i m p l e m e n t @ :

c[j ] : = c[j ] � b[k]
h
� [k] ::� [k] + n[j ] @ k

p � 1
i

;

� [k] : = � [k] + n[j ] @ k
p ;

}

d : = r e g u l a r a l l t o a l l ( c , p ) ;

p e r m u t e d t o o b t a i n d e s i r e d o u t p u t f o r m a t ;

}

Erläuterungen: Hin ter dem Zw eiphasenalgorithm us stec kt die Idee den

F all mit unregelmäÿiger Nac hric h tenlänge durc h zw ei All-to-All-Op erationen

mit regelmäÿiger Nac hric h tenlänge zu ersetzen. Im ersten Sc hritt w erden die

Daten durc h ein reguläres All-to-All gleic hmäÿig v erteilt, so dass jeder Pro-

zessor für jeden anderen gleic h lange Nac hric h ten hat. Zunäc hst wird dazu

jede Nac hric h t lok al in p T eile aufgespalten, v on denen jeder andere Prozessor

eines b ek omm t. Die Ausgehenden Nac hric h ten hab en zusammen die Länge
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h , also erhält in diesem Sc hritt jeder Prozessor v on jedem anderen h=p By-

tes. Da v on einem Prozessor jeder andere gleic h lange T eile einer Nac hric h t

b ek omm t, sind nac h der ersten Phase alle Nac hric h ten gleic hmäÿig üb er die

Prozessoren v erteilt. W eil die Summe der Längen v on an einen Prozessor

geric h teten Nac hric h ten h ist, so m uss ein Prozessor h=p Bytes für jeden an-

deren halten, da die Nac hric h ten gleic hmäÿig v erteilt wurden. Ein w eiteres

All-to-All liefert also die Nac hric h ten teile an ihren Bestimm ungsort, w o sie

no c h geordnet w erden m üssen, da T eile im ersten Sc hritt durc heinanderge-

misc h t wurden. Am ansc haulic hsten wird der Algorithm us in Abbildung 3.19

dargestellt. Bei kurzen Nac hric h ten und vielen Prozessoren w erden die Nac h-

ric h ten so w omöglic h zu kurz so dass sic h der erste Sc hritt nic h t mehr lohn t.

Stattdessen bietet sic h dort eine Aufteilung jeder Nac hric h t in logp T eile. Die

Nac hric h ten w erden dann im ersten Sc hritt zufällig v erteilt um eine möglic hst

gleic hmäÿige Lastv erteilung zu ermöglic hen.
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Abbildung 3.18: P aarung ungerader Kreise in 12 Sc hritten
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4 Sortieren und v erw andte

Probleme

Hier soll P aralleler Umgang mit einigen Datenstrukturen b espro c hen w er-

den bzw. ihre parallele Implemen tierung. Es w erden exemplarisc h T ec hnik en

v orgeführt die sic h auf viele w eitere ähnlic he Probleme an w enden lassen und

auc h die Nützlic hk eit der zuv or b espro c henen k ollektiv en K omm unik ations-

op erationen v erdeutlic hen.

4.1 Sortieren

Das erste w as b ei parallelem Sortieren üb erlegt w erden m uss, ist die F orm der

Eingab e. Bei Shared Memory ist es naheliegenderw eise wie gew ohn t, do c h b ei

v erteiltem Sp eic her ist es oft sinn v oll, die Eingab e mehr o der w eniger gleic h-

mäÿig üb er die b eteiligten Prozesoren zu v erteilen. Nic h t n ur w eil es im Laufe

des Algorithm us so wieso passieren m üsste, sondern w eil es den Anforderun-

gen an einen DMM-Sortieralgorithm us näherk omm t. Demen tsprec hend wird

das Problem für v erteilten Sp eic her de�niert:

Problem b esc hreibung: Gegeb en ist eine Distributed Memory Mac hi-

ne mit p Prozessoren. Zu sortieren sind n Elemen te di;j w ob ei der Prozessor

i b ei der Eingab e die Elemen te di; 0 bis di;N � 1 erhält mit n = Np. Für einige

Algorithmen wird jedo c h eine da v on ab w eic hende Eingab e v orgegeb en. Ge-

suc h t ist eine P erm utation si;j mit si; 0 bis si;N � 1 auf Prozessor i . Für alle si;j

soll gelten si;j � si;k für alle j � k und si;j � si 0;k für alle j , k und i � i0

.

Diese Aufgab e lässt sic h sequen tiell mit n logn+ O(n) V ergleic hen lösen, also

in O(n logn) Zeit.

Häu�g b egn ügen wir uns auc h damit, den Rang in einer sortierten F olge

zu b estimmen, w omit hier auc h b egonnen wird. Für den ersten Algorithm us
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w ollen wir zusätzlic h annehmen, dass N = 1 gilt und dass wir für jeden Pro-

zessor, der ein Elemen t der Eingab e hat no c h n � 1 w eitere hab en, die b ei der

Bestimm ung der Ausgab e hinzugezogen w erden k önnen, um den folgenden

Algorithm us zu realisieren:

4.1.1 Sc hnelles (ine�zien tes) Ranking

Algorithm us 4.1: Sc hnelles Ranking

p a r a l l e l _ f o r e a c h ( (i; j ) 2 f 1::ng2

) {

B [i; j ] : = A [j ] � A [i ] ;

}

p a r a l l e l _ f o r e a c h ( i 2 f 1::ng ) {

M [i ] : =

nP

j =1
B [i; j ] ;

}

Erläuterungen: Zunäc hst sollte geklärt w erden, dass die for-Sc hleifen

k omplett zu parallelisieren p = n2

Prozessoren b enötigt. Will man diesen

Algorithm us, der stark nac h PRAM aussieh t, n un in das DMM-Mo dell üb er-

tragen, so m üssen die globalen Sp eic herzugri�e durc h K omm unik ation ersetzt

w erden. Die erste Sc hleife en thält eine implizite Broadcast-Op eration, jedes

Elemen t m uss v on einem Prozessor an n � 1 w eitere gesendet w erden, da-

mit sie es mit ihrem v ergleic hen k önnen. In der Summe der zw eiten Sc hleife

stec kt eb enso eine Reduce-Op eration üb er n Elemen te. Damit wird in jeder

Sc hleife v on n Prozessoren eine k ollektiv e K omm unik ationsop eration üb er n

Prozessoren ausgeführt.

Ein Prozessorb edarf quadratisc h in der Elemen tanzahl zeigt b ereits zw ei

Eigensc haften des Algorithm us: Zum einen ist der Algorithm us n ur für sehr

kleine Eingab en zu gebrauc hen, zum anderen k önnen die Prozessoren gar

nic h t e�zien t arb eiten, nac hdem n Prozessoren auf jedes Elemen t der Ein-

gab e k ommen.

Analyse:

T(n; p) = T(n; n2) 2 T

broadcast

(1) + T

reduce

(1) 2 O(T

start

log(n2))
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4.1.2 Ranking für groÿe Eingab en

Nun soll Ranking so w eiteren t wic k elt w erden, dass auc h groÿe Eingab en v er-

arb eitet w erden k önnen. Ganz ohne Einsc hränkungen an die Prozessoren w ol-

len wir hier auc h nic h t ausk ommen, sondern gehen v on p = P � P Prozessoren

aus, jeder der p Prozessoren lässt sic h dann üb er ein Index-T up el (i; j ) b e-

zeic hnen.

Algorithm us 4.2: Ranking für groÿe Eingab en

a : = � P
i 0=1 d@ (i0; j ) ;

a0

: = a@ (i; i ) ;

s o r t ( a ) ;

f o r ( k : = 1 ; k < NP ; k + + ) {

bk : = r a n k o f a0
k i n a ;

}

b0

: =

PP

j =1
b@ (i; j ) ;

Erläuterungen: Im F olgenden sollen die Prozessoren als in einem Qua-

drat angeordnet angenommen w erden. Eine Zeile bilden dann alle Prozesso-

ren mit dem gleic hen Ein trag in der ersten K omp onen te des Index, en tspre-

c hend sind die Prozessoren in der gleic hen Spalte, w enn ihre zw eite K om-

p onen te üb ereinstimm t. Am Anfang des Algorithm us sammelt jeder Pro-

zessor in a die Eingab en d aller Prozessoren mit der gleic hen Spalte. Das

en tspric h t einer Gossip-Op eration, da jeder der Prozessoren einer Spalte die

Daten aller anderen Prozessoren brauc h t. a0

wird für jeden Prozessor durc h

eine Broadcast-Op eration en tlang der Zeile b estimm t. Dab ei w erden in der

j -ten Zeile die Ergebnisse der Reduktion der j -ten Spalte aus dem v orheri-

gen Sc hritt propagiert. In der j -ten Zeile k ann n un jeder Prozessor für die

p er Broadcast v erteilte T eilmenge ein T eilranking b estimmen. Damit ist für

jedes Elemen t und jede T eilmenge der Eingab e (da in jeder Spalte mit einer

anderen v erglic hen wird) b ek ann t, wie viele kleiner o der gleic h sind. Eine

Summe üb er alle T eilrankings liefert also den globalen Rang. Diese Summe

lässt sic h dann im letzten Sc hritt üb er eine Reduktionsop eration b estimmen.

Ein Beispiel für den Algorithm us ist in Abbildung 4.1 dargestellt.

Analyse:

T(n; p) = T(N (P � P); P � P) = T

gossip

(N; P ) + T
broadcast

(NP; P) +
T

reduce

(NP; P) + O(NP log(NP )) 2 O(T

start

logp + N
p

p(T

b yte

+ log n))
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4.1.3 Quic ksort

Zunäc hst der Algorithm us, um den sic h in diesem Absc hnitt alles dreh t � das

(sequen tielle) Quic ksort:

Algorithm us 4.3: Sequen tielles Quic ksort

q S o r t ( d [] , p0

) {

i f ( p0 = 1 ) r e t u r n ;

s e l e c t p i v o t v ;

r e o r d e r e l e m e n t s i n d s u c h t h a t

d0 � ::: � dk = v � dk+1 � ::: � dp0� 1 ;

q S o r t ( [d0::dk� 1] , k ) ;

q S o r t (

�
dk+1 ::dp0� 1

�

, m � k � 1 ) ;

}

Die erste Idee, die man oft sieh t, um den Algorithm us zu parallelisieren,

ist die P arallelisierung der rekursiv en Aufrufe. In den ersten Rekursionen des

Algorithm us ist in diesem F all die P arallelisierung gering und nimm t erst

mit der Rekursionstiefe zu. Gleic hzeitig wird in diesen Rekursionen no c h auf

groÿen Mengen v on Daten op eriert, da die T eilfolgen mit steigender Rekur-

sionstiefe kürzer w erden. So ist bis zur ersten Aufspaltung n ur ein Prozessor

auf den gesam ten Daten aktiv. Später k ann die Lastbalancierung ein Problem

w erden, da nic h t mehr sic hergestellt w erden k ann, dass die v ersc hiedenen

Prozessoren ähnlic h groÿe T eile b ek ommen. Soll der Algorithm us dann no c h

auf eine Distributed Memory Mac hine üb ertragen w erden, so k omm t hinzu,

dass b ei der Aufspaltung die Daten an die jew eiligen Prozessoren gesendet

w erden m üssen, w as groÿen K omm unik ationsaufw and b ei jeder Aufspaltung

b edeutet.

Zur V ereinfac h ung soll hier wieder mit einem Algorithm us b egonnen w er-

den, dem für jedes zu sortierende Elemen t ein Prozessor zur V erfügung steh t.

Algorithm us 4.4: Theoretik er-P arallelisierung v on Quic ksort

p r o c e d u r e t h e o Q S o r t ( d , i , p )

i f ( p = 1 ) r e t u r n ;

j : = c o m m o n r a n d o m e l e m e n t f r o m 0::p � 1 f o r p a r t i t i o n ;

v : = d@ j ; / / P i v o t

f : = d � v ;

j : =

iP

k=0
f @ k ; / / P r ä f i x s u m m e

p0

: = j @ (p � 1) ;

i f ( f ) s e n d d t o P E j � 1 ;
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e l s e s e n d d t o P E p0+ i � j ;

r e c e i v e d ;

i f ( i < p 0

) {

j o i n p a r t i t i o n " l e f t " ;

t h e o Q S o r t ( d , i , p0

) ;

} e l s e {

j o i n p a r t i t i o n " r i g h t " ;

t h e o Q S o r t ( d , i � s , p � p0

) ;

}

Erläuterungen: Die Prozessoren w erden hier in P artitionen aufgeteilt,

auf die sic h die K omm unik ation b esc hränkt. In einer P artition m üssen sie

sic h dann auf einen Prozessor j einigen, dessen Elemen t das Piv otelemen t

darstellen soll. Dieses Piv otelemen t v wird dann üb er einen Broadcast jedem

Prozessor in der P artition für einen lok alen V ergleic h zur V erfügung gestellt.

Üb er eine Prä�xsumme lassen sic h n un die Elemen te, die kleiner/gröÿer sind

als das Piv otelemen t, neu durc hn ummerieren. Die Nummerierung wird an-

sc hlieÿend v erw endet um den Index des Prozessors in der P artition zu �nden,

an den das eigene Elemen t gesendet wird. Danac h halten die ersten p0 � 1

Prozesoren alle p0� 1 Elemen te die kleiner sind als das Piv otelemen t, folglic h

sind die restlic hen Elemen te üb er die restlic hen Prozessoren v erteilt. Analog

zum sequen tiellen Quic ksort wird die P artition b ei p0

in zw ei neue P artitionen

aufgeteilt, auf denen der Algorithm us rekursiv ausgeführt wird.

Die meiste Zeit in jeder Rekursion k osten die k ollektiv en Op erationen.

Das Piv otelemen t zu v erteilen erfordert einen Broadcast. Durc hn ummerieren

(und damit auc h zählen) der Elemen te, die kleiner sind als das Piv ot lässt

sic h mit einer Prä�xsumme b ew erkstelligen. Ansc hlieÿend w eiÿ ab er n ur ein

Prozessor mit Sic herheit, wie viele kleine Elemen te es gibt, also ist no c h ein

w eiterer Broadcast nötig, damit alle Prozessoren p0

k ennen. Das mac h t zw ei

Broadcasts und eine Reduktion, ab er alles mit kurzen Nac hric h ten, also no c h

in Zeit O(T

start

logp) . Quic ksort hat erw artete Rekursionstiefe O(logp) , die

no c h als F aktor in die Laufzeit mit ein�ieÿt. Damit ist die erw artete Laufzeit

O(T

start

log2 p) .

Analyse:

T(n; p) = T(n; n) 2 O(T

start

log2 n)

Mit diesem Ansatz b ew a�net k önn te man n un das Problem für groÿe n auf

gew ohn te Art angehen. Jeder Prozessor ist nic h t mehr für n ur eines, sondern

für mehrere Elemen te v eran t w ortlic h. Er üb erprüft nac h dem Broadcast des

Piv otelemen tes auc h für alle seine Elemen te die Zuordn ung. Dab ei zählt er
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auc h wie viele gröÿer sind und wie viele kleiner als das Piv ot. Prä�xsummen

lassen sic h wie gew ohn t b erec hnen und liefern einem Prozessor die Informati-

on wie viel Platz die v orherigen für ihre kleinen/groÿen Elemen te brauc hen.

Bei Distributed Memory m uss no c h geklärt w erden, wie mit dem Prozessor

umgegangen w erden soll, der nac h einer T ausc hphase möglic herw eise so w ohl

groÿe als auc h kleine Elemen te hat und damit zu b eiden P artitionen gehört.

Auf PRAM m uss er sic h in diesem F all n ur für eine Seite en tsc heiden und

dann ist das Problem in

O
�

n logn
p

+ log2 p
�

Zeit lösbar. Eine Änderung gegen üb er dem sequen tiellen Quic ksort b esteh t

ab er darin, dass Elemen te auc h b ew egt w erden, w enn sie eigen tlic h �auf der

ric h tigen Seite� w ären. Das b edeutet für jedes Elemen t 
(log p) Bew egungen

und eine Laufzeit v on

O
�

n
p

(log N + T

b yte

logp) + T

start

log2 p
�

auf Distributed Memory . Die zufällige Piv ot w ahl mac h t V orhersagen üb er

die Lastv erteilung w ährend der Abarb eitung sc h wierig. Eine ungleic hmäÿi-

ge Aufteilung k ann deutlic he Un tersc hiede in der Rekursionstiefe b edeuten.

Mit jeder Aufspaltung v erringert sic h die Anzahl der für eine T eilsequenz

v eran t w ortlic hen Prozessoren. W enn die Aufteilung ungleic hmäÿig gesc hieh t

so gelangt ein T eil der Prozessoren sc hneller in eine Phase, in der n ur no c h

jeder eine eigene Sequenz sortieren m uss. Bei einer Shared Memory Mac hine

k önnen sic h Prozessoren, die ihre Arb eit erledigt hab en, wieder an späteren

Sc hritten b eteiligen. Et w as ähnlic hes ist b ei einer Distributed Memory Ma-

c hine leider nic h t möglic h. Allgemein ist Quic ksort praktisc h nic h t e�zien t

auf einer Distributed Memory Mac hine umzusetzen, da Elemen te häu�g un-

nötig v ersc hob en w erden. Dadurc h en tstehen hohe K omm unik ationsk osten,

die den Quic ksort-Ansatz für solc he Masc hinen unpraktik ab el mac hen.

4.1.4 MCSTL: Quic ksort

MCSTL en thält eine parallele Implemen tierung v on Quic ksort, deren Ziel

es ist auc h in der Praxis sc hnell zu sein. Wie die ganze MCSTL ist auc h

die Quic ksort-Implemen tierung auf Shared Memory ausgelegt, daher ist das

T ausc hen v on Elemen ten nic h t so kritisc h wie im F all des v erteilten Sp eic hers.
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4.1.4.1 partition

Die Hauptop eration einer Quic ksort-Iteration ist b ei der MCSTL auc h als ei-

genständiger Algorithm us v erfügbar. Als zen traler Bestandteil des Quic ksort-

algorithm us soll das P artition Problem und der MCSTL-Algorithm us dazu

zunäc hst separat b etrac h tet w erden.

Problem b esc hreibung: Gegeb en sind n Elemen te d0; ::; dn� 1 und ein

Piv otelemen t v . Gesuc h t ist eine P erm utation s0; ::; sn� 1 v on d0; ::; dn� 1 für

die gilt (si � v^ sj < v ) ) i < j bzw. 9k : (8i < k : si < v ^8 i � k : si � v) .

In anderen W orten: Alle Elemen te kleiner als das Piv ot k ommen auf die

link e Seite, alle gröÿeren auf die rec h te. Zw ei Elemen te, die b eide kleiner o der

b eide gröÿer sind als das Piv ot, m üssen ab er nic h t in der ric h tigen Reihenfolge

sein, no c h nic h t einmal in der, die sie v or der P artitionsop eration hatten.

Der Algorithm us aus der MCSTL ric h tet sic h nac h der Quic ksort-P a-

rallelisierung aus [ 15 ]. Jeder Prozessor b eanspruc h t einen Blo c k k onstan ter

Länge B v om Anfang und einen v om Ende der Eingab e für sic h. Das Bean-

spruc hen k ann durc h zw ei V ariablen k on trolliert w erden, auf die Prozessoren

üb er fetch-and-add zugreifen. Die fetch-and-add -Zugri�metho de garan-

tiert dass zwisc hen dem Auslesen und der A ddition k eine Zugri�e durc h an-

dere Prozessoren statt�nden. Man Sp eic hert in den b eiden V ariablen also die

jew eils erste P osition v om Anfang bzw. v om Ende aus gezählt, ab der die

Elemen te k einem Prozessor zugeordnet sind. So k ann ein Prozessor in einer

atomaren Op eration auslesen, ab w elc hem Index er B Elemen te b eanspruc hen

k ann und den Ein trag um B erhöhen, damit k ein anderer Prozessor eb enfalls

an dieser Stelle b eginn t. Dadurc h hat sic h ein Prozessor den gesam ten Blo c k

reserviert.

Sobald ein Prozessor zw ei Blö c k e reserviert hat, b eginn t er mit der Ab-

arb eitung. Wie im sequen tiellen F all suc h t er das erste Elemen t im link en

Blo c k das gröÿer ist, als das Piv otelemen t und eines im rec h ten Blo c k, das

kleiner ist. Diese Elemen te w erden getausc h t. Sobald das Ende v on einem

Blo c k erreic h t ist, v ersuc h t der Prozessor einen neuen anzufordern und seine

Arb eit dort fortzusetzen. Dies sc hlägt fehl, sobald k ein ganzer Blo c k mehr

b eanspruc h t w erden k ann, da er sic h mit dem letzten auf der gegen üb erliegen-

den Seite üb erlapp en würde. Es k ann also hö c hstens no c h ein un b earb eiteter

Blo c k v orhanden sein, dessen Gröÿe kleiner ist als B . An dieser Stelle w erden

alle Elemen te, die no c h immer ein P artnerelemen t auf der gegen üb erliegenden

Seite b enötigen, mit dem sie getausc h t w erden k önnen, an den un v ollständi-

gen, nic h t zugeordneten Blo c k getausc h t. Da k ein Prozessor mehr als B solc he

Elemen te hab en k ann, k omm t man auf insgesam t no c h B(p+1) Elemen te, die
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no c h b etrac h tet w erden m üssen. Diese in der Mitte gesammelten Elemen te

m üssen n ur no c h rekursiv � o der b ei w eniger als B Elemen ten sequen tiell �

auf die ric h tige Seite getausc h t w erden.

Analyse:

T(n; p) 2 O(
n
p

+ Bp)

4.1.4.2 Quic ksort

Die MCSTL-Implemen tierung v on Quic ksort b eginn t mit wiederholter An-

w endung des parallelen partition . Dab ei w erden b ei jeder P artitionierung

auc h die Prozessoren aufgeteilt, so dass b eide T eile parallel w eiter parti-

tioniert w erden. Sobald nac h erw arteten O(logp) Aufspaltungen n ur no c h

ein Prozessor für eine P artition v eran t w ortlic h ist, führt er auf seinen Da-

ten sequen tielles Quic ksort aus. Es ist un w ahrsc heinlic h, dass die bis dahin

en tstandenen P artitionen gleic h lang sind. Desw egen wird die Last dyna-

misc h v erw altet. Bei erfolgreic her Lastv erteilung bleibt für jeden Prozessor

n ur O(n logn=p) erw artete Arb eit. Für die Lastv erteiltug b esitzt jeder Pro-

zessor einen eigenen Stac k. Bei jedem sequen tiellen Sc hritt des Quic ksortal-

gorithm us w erden die Daten in zw ei P artitionen aufgeteilt. Der Prozessor

b earb eitet eine und legt die zw eite auf den Stac k zur späteren Bearb eitung.

Hat ein Prozessor auc h den Stac k abgearb eitet, greift er auf den Stac k

eines anderen Prozessors zu. Dort b eanspruc h t er ab er das un tere Elemen t

für sic h. Das hat zw ei V orteile. Der erste ist, dass er so ein groÿes Stüc k

Arb eit erhält, da die P artitionen im un teren T eil des Stac ks zu früheren

Rekursionssc hritten gehören. Somit bleib en Zugri�e auf Stac ks anderer Pro-

zessoren v ergleic hsw eise selten. Damit kleine Probleme üb erhaupt nic h t zwi-

sc hen Prozessoren w andern, k önn te man hinreic hend kleine P artitionen ohne

Stac kzugri�e v erw alten. Der zw eite V orteil ist die Ersparnis b eim Aufw and

für den Stac kzugri�. Der k onkurrierende Zugri� mehrerer Prozessoren auf

gemeinsame Daten m uss k on trolliert w erden. Da auf das ob ere Elemen t n ur

der Besitzer des Stac ks zugreift, ist hier k eine K on trolle nötig. Für das un te-

re Elemen t k ann üb er atomares fetch-and-add der Zugri� auc h ohne lo c ks

v erw altet w erden. Es k ann trotz allem passieren, dass ein Prozessor, der k ei-

ne eigene Arb eit hat die Ausführung bremst. Das ist b esonders dann der

F all, w enn es mehr Threads als Prozessoren gibt und ein Thread no c h auf

einen anderen w artet, in dem n ur erfolglose Anfragen nac h Arb eit statt�n-
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den. Für diesen F all gibt ein Thread b ei der MCSTL-Implemen tierung nac h

einer erfolglosen Anfrage mit yield den Prozessor frei.

Analyse:

ET(n; p) 2 O(
n logn

p
+ Bp logp)

4.1.4.3 Andere Algorithmen

Es gibt ab er no c h w eitere Op erationen, die v on partition pro�tieren. Ei-

ne Op eration, die später für Distributed Memory un ter dem Namen Select

für einen Sp ezialfall b etrac h tet wird (siehe 4.2.2 ), heiÿt in der (MC)STL

nth_element . Für diese Op eration, die in einem Arra y das Elemen t mit Rang

r b estimm t, k ann der b ek ann te Quic kselectalgorithm us leic h t parallelisiert

w erden. Es wird wie im sequen tiellen F all die Menge um ein Piv otelemen t

partitioniert. Sind auf der link en seite mindestens r Elemen te, wird dort re-

kursiv w eitergesuc h t. Hat sie w eniger Elemen te, so k ann r um die Gröÿe der

link en P artition gemindert w erden und die Suc he wird mit dem neuen r in

der rec h ten P artition fortgesetzt. Un tersc hreitet die zu durc hsuc hende P ar-

titionsgröÿe 2B , so lohn t sic h P arallelisierung nic h t mehr und es wird zum

sequen tiellen Algorithm us gew ec hselt.

Analyse:

ET(n; p) 2 O( n
p + Bp logp)

In der MCSTL wird nth_element wiederrum v erw endet, um partial_sort

zu realisieren. Diese Op eration sortiert die ersten r Elemen te. Bei der Bestim-

m ung der r -ten durc h nth_element ist das Arra y b ereits so partitioniert, dass

die ersten r b ek ann t sind und no c h sortiert w erden m üssen.

4.1.5 Sample Sort

Die Aufteilung in zw ei T eilmengen k önn te erzwungen v ork ommen, w enn man

do c h ganze p Prozessoren zur V erfügung hat, v on denen sic h jeder einem T eil

der Eingab e widmen k önn te. Der n un folgende Algorithm us aus [ 14 ] mac h t

sogar et w as mehr. Um K omm unik ation zu sparen wird direkt festgestellt

w elc her Prozessor w elc he Daten erhält. So m uss jedes Datum n ur einmal v er-

sc hic kt w erden und liegt danac h auf dem Prozessor, der dafür v eran t w ortlic h
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ist. Danac h m uss jeder Prozessor n ur no c h die Daten sortieren die er erhal-

ten hat. Die Ersparnis in der K omm unik ation ist es, w as den Ansatz auc h

für Distributed Memory in teressan t mac h t.

Algorithm us 4.5: P arallel Sample Sort

v0 : = �1 ;

vp : = 1 ;

c h o o s e S � p r a n d o m e l e m e n t s sk , 0 � k < S � p ;

P E i s e l e c t s sS�i ::sS�(i +1) � 1 ;

s o r t ( [s0::sS�p� 1] ) ;

f o r ( k : = 1 ; j < p � 1 ; j + + ) {

vk : = sS�k ;

}

i n i t i a l i z e p e m p t y m e s s a g e s Nk , 0 � k < p ;

f o r ( j : = 0 ; j < N � 1 ; j + + ) {

c h o o s e k w i t h vk � dj < v k+1 ;

w r i t e dj t o m e s s a g e Nk ;

}

f o r ( j : = 0 ; j < p � 1 ; j + + ) {

s e n d N j t o P E j ;

}

r e c e i v e p m e s s a g e s ;

s o r t ( r e c e i v e d e l e m e n t s ) ;

Erläuterungen: Der Algorithm us funktioniert, indem global einige Split-

ter vk b estimm t w erden, die für die Prozessoren als Orien tierung dienen, w el-

c her Prozessor für w elc hen T eil der Eingab e v eran t w ortlic h ist. Lok al wird

für die eigenen Elemen te b estimm t, in w elc hes In terv all zwisc hen Splittern sie

jew eils fallen. Die Elemen te w erden dann dem für das In terv all v eran t w ort-

lic hen Prozessor gesc hic kt, der sie sortiert. Naheliegenderw eise funktioniert

der Algorithm us am b esten, w enn die Splitter die Elemen te gleic hmäÿig auf-

teilen, also die In terv alle gleic h viele Elemen te en thalten.

W enn die Splitter b ereits als Elemen te mit Rang k � m=p in der sortierten

Menge gegeb en w ären, so w äre der Zeitb edarf

T(n; p) =

lok ale Zuordn ung

z }| {
O(N logp) +

Datenaustausc hz }| {
T

all-to-all

(N; p) +

lok al sortierenz }| {
T

seq

(N ) �
T

seq

(Np)
p

+ 2NT

b yte

+ pT

start

Solc he Splitter k önn te man durc h (p� 1)-fac he Ausführung v on select erhal-

ten, das die k �n=p-ten Elemen te liefert (vgl. De�nition in 4.2.2 ). V ern ünftiger
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Abbildung 4.3: Sample Sort
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ist es dann auc h zunäc hst lok al zu sortieren und dann Multisequence Selec-

tion zu v erw enden, da dieses V erfahren sc hneller ist und man auc h später

no c h v on der Sortierung der T eilfolgen pro�tiert. Das würde dann ab er zu-

sätzlic hen Zeitb edarf v on mindestens 
( p log n
p ) b edeuten (v orausgesetzt die

Bestimm ung soll v ergleic hsbasiert erfolgen), da es b ereits so viel Zeit k ostet

ein Elemen t mit einem b estimm ten globalen Rang zu b estimmen.

Hier w erden die Splitter allerdings n ur so gew ählt, dass sie das erheblic h

kleinere zufällige Sample v on pS Elemen ten gleic hmäÿig aufteilen, b ei der ge-

sam ten Eingab e m uss das nic h t not w endigerw eise auc h der F all sein. Es lässt

sic h ab er sehr w ohl zeigen, dass für ein S 2 �
� log n

� 2

�
die W ahrsc heinlic hk eit,

dass k ein PE mehr als (1 + � )N Elemen te b ek omm t, gröÿer ist als 1 � 1
n .

Um das zu zeigen b etrac h tet man die Eingab e in sortierter Reihenfol-

ge, b ezeic hnet als he1; :::; en i . Es in teressiert die W ahrsc heinlic hk eit P[fail ]

dass ein Prozessor mehr als (1 + � )N Elemen te b ek omm t. Dann m uss ein

(1 + � )N Elemen te langer Absc hnitt der Eingab e existieren, aus dem hö c hs-

tens S Elemen te als Samples gezogen w erden. Das m uss gelten, da jede T eil-

menge, die ein Prozessor b ek omm t, S Samples en thält. Der Einfac hheit hal-

b er soll die Annahme gelten, dass die Samples global und mit Zurüc klegen

gezogen w erden. Das Ereignis Ej soll also dadurc h de�niert w erden dass in

hej ; :::; ej +(1+ � )N i hö c hstens S Samples liegen. Damit ein Prozessor mehr als

(1 + � )N Elemen te b ek omm t, m uss Ej � wie b ereits festgestellt � zumindest

für ein j ein treten. Da die W ahrsc heinlic hk eit für Ej b ei zufällig gezogenen

Samples nic h t v on j abhängt, k ann man sagen, dass für ein b eliebiges, ab er

festes j , die gesuc h te W ahrsc heinlic hk eit P[fail ] hö c hstens so groÿ ist wie

nP[Ej ]. Es m uss also Ej n ur für ein j b estimm t w erden, also soll j im F ol-

genden fest sein. Für die Bestimm ung v on Ej soll jetzt eine Zufallsv ariable

eingeführt w erden:

X i :=
�

1 falls si 2 hej ; :::; ej +(1+ � )N i
0 sonst

, X :=
S�p� 1P

i =0
X i

Für den Erw artungsw ert v on X i gilt

E [Ej ] = P[X i = 1] =
1 + �

p

das soll für eine Absc hätzung v on P[Ej ] v erw endet w erden. Nac h der De�ni-

tion v on Ej und der v on X ergibt sic h

P[Ej ] = P[X < S ] � P[X < (1 � � 2)S] = P[X < (1 � � )E [X ]]
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Die ganze Mühe n ur damit man die Cherno�-Ungleic h ung an w enden k ann

die b esagt:

Für X :=
P

i X i mit unabhängigen Zufallsv ariablen X i gilt

P[X < (1 � � )E [X ]] � exp
�

� 2E [X ]
2

�

Da globales Ziehen der Samples mit Zurüc klegen angenommen wurde, ist die

F orderung nac h unabhängigen Zufallsv ariablen erfüllt. Dann wird es sc hon

Zeit zu zeigen, dass die F ehlerw ahrsc heinlic hk eit tatsäc hlic h so klein wird wie

angekündigt, w enn S n ur ric h tig gew ählt wurde.

nP[X < S ] � n exp
�

� 2S
2

�
� n

1
n2

für S �
4
� 2

ln n

Für die Laufzeit b edeutet das zunäc hst, dass b ei Splitterb estimm ung

durc h Samples der Länge S mit bis zu (1+ � )N Elemen ten auf einem Prozes-

sor zu rec hnen ist, die demen tsprec hend auc h v ersc hic kt und sortiert w erden

m üssen. Leider m uss das Sample gemäÿ der b ewiesenen Sc hrank e sehr groÿ

gew ählt w erden um � klein zu halten, da � dort quadratic h eingeh t. Die Zeit

für die eigen tlic he Bestimm ung der Splitter hängt auc h da v on ab, w elc hes

V erfahren für das Sortieren der Samples v erw endet wird. Dab ei bieten sic h

alle bisher b etrac h teten V erfahren an. Bei kleinen Samples k ann es sic h als

sinn v oll erw eisen die Samples üb er eine Gossip-Op eration zu v erteilen und

jeden Prozessor für sic h alle Splitter b estimmen zu lassen o der sie üb er ei-

ne Gather-Op eration b ei einem Prozessor zu sammeln der sie sortiert und

üb er einen Broadcast v erteilt. Ist das Sample gröÿer, so k ann in einem Zwi-

sc hensc hritt für das Sample wiederrum Sample Sort v erw endet w erden. Das

kleinere dort en tstehende Sample k ann dann mit einem Algorithm us für klei-

ne Eingab en sortiert w erden.

Analyse:

T(n; p) =

klein w enn N � p log p
z }| {

sample sortieren

z }| {

T

sort

(O
�

logn
� 2

�
; p) +

splitter sammeln/v erteilen

z }| {
T

all gather

(p; p) +

O(N logp)
| {z }

v erteilen

+ T

all-to-all

((1 + � )N; p)
| {z }

Datenaustausc h

+ T

seq

((1 + � )N )
| {z }

lok al sortieren

Sample Sort wurde bislang als randomisierter Algorithm us b etrac h tet, es

lässt sic h ab er auc h Deterministisc h en t w erfen. Um alle Phasen zu b esc hleu-

nigen w erden hierb ei die Daten zunäc hst lok al sortiert. Jeder Prozessor w ählt
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n un für sic h Elemen te, die die lok alen Daten gleic hmäÿig in S T eile aufspal-

ten, das ist das deterministisc he Sample. Ein Gossip der lok alen Samples

gibt allen Prozessoren die Möglic hk eit für alle Samples lok ale Ränge zu b e-

stimmen. Üb er ein All-Reduce w erden daraus die globalen Ränge b estimm t.

Aus diesen Rängen lassen sic h dann Splitter und auc h en tsprec hende In ter-

v alle b erec hnen die wie gew ohn t v erw endet w erden, um den für die Daten

zuständigen Prozessor zu �nden. Dort m üssen auc h nic h t mehr die empfan-

genden Daten v ollständig sortiert w erden, es reic h t b ereits p-W ege-Misc hen

(Multiw a y Merge), da sortierte T eilfolgen v orliegen.

4.1.6 Multiw a y Mergesort

Algorithm us 4.6: Multiw a y Mergesort

s o r t ( [di; 0::di;N � 1] ) ;

v0 : = �1 ;

vp : = 1 ;

f o r ( k : = 1 ; j < p � 1 ; j + + ) {

vk : = e l e m e n t w i t h g l o b a l r a n k k � n=p ;

}

i n i t i a l i z e p e m p t y m e s s a g e s M k , 0 � k < p ;

l : = 0 ;

f o r ( k : = 0 ; j < p ; j + + ) {

r : = max(f ajdi;a < v kg [ f� 1g) ;

w r i t e [di;l ::di;r ] t o m e s s a g e M k ;

s e n d M k t o P E k ;

}

r e c e i v e p m e s s a g e s ;

m e r g e ( r e c e i v e d l i s t s ) ;

Erläuterungen: Bereits in der Besc hreibung v on Sample Sort wurde die

Möglic hk eit erw ähn t Splitter durc h Selection zu b estimmen. Et w as ähnlic hes

wird in Multiw a y Mergesort getan. Das Sortieren zu Beginn des Algorithm us

soll es erleic h tern die Splitter zu �nden. V erw endet wird für die Suc he nac h

Splittern ein v on Quic kselect abgeleiteter Multiselect-Algorithm us. Dass die

T eilfolgen b ereits sortiert gegeb en sind erlaubt die An w endung v on Binär-

suc he. Dieser Algorithm us ist allerdings no c h immer um einen F aktor logp

langsamer als die un tere Sc hrank e v on 
( p log n
p ) für v ergleic hsbasierte Algo-

rithmen. Sind die Splitter b estimm t, k ann wie b ei Sample Sort jeder Prozes-

sor seine Elemen te In terv allen zuordnen, w ob ei hier die Suc he auc h dadurc h

v ereinfac h t wird, dass die Elemen te lok al sortiert sind. Der Datenaustausc h
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<v =v >v

Abbildung 4.4: multisequence_partition ; gesuc h t ist eine Aufteilung nac h

dem 19: Rang, die als grün gek ennzeic hneten Elemen te hab en den gleic hen

Sc hlüssel, wie das Elemen t mit diesem Rang ( v )

wird dadurc h b egünstigt, dass die Splitter gerade so gew ählt wurden, dass

alle Prozessoren gleic h viele Elemen te erhalten. Das sorgt auc h für optimale

Lastv erteilung b eim ansc hlieÿenden V ersc hmelzen der empfangenen T eilfol-

gen. An dieser Stelle pro�tiert man auc h wieder v om anfänglic hen Sortieren

der Elemen te, da n un n ur no c h sortierte T eilfolgen und nic h t Mengen v on

Elemen ten v orliegen. Das alles mac h t Multiw a y Mergesort v or allem für Sha-

red Memory sinn v oll. Bei Distributed Memory m uss darauf geac h tet w erden

Datenaustausc h gering zu halten, indem sic h b eispielsw eise alle Prozessoren

an jedem Select b eteiligen.

Analyse:

T(n; p) = T

seq

( n
p ) + T

m-select

( n
p ; p) + T

all-to-all

( n
p ; p) + T

m-w a y-merge

( n
p ; p) �

n
p log n

p + O(plogplog n
p ) + pT

start

+ n
p T

b yte

+ O( n
p logp)

4.1.7 MCSTL: Multiw a y Mergesort

Auc h b ei Multiw a y Mergesort bietet die MCSTL einen Algorithm us für Sha-

red Memory .

4.1.7.1 Multisequence Selection/P artition

P artition/Select für mehrere Sequenzen ist nic h t T eil der STL. T rotzdem ist

der Algorithm us auc h jenseits des hier b esc hrieb enen Einsatzgebietes n ütz-

lic h, daher steh t dieser sequen tielle Algorithm us in der MCSTL auc h sepa-

rat zur V erfügung. Ab w eic hend v om F all mit n ur einer Sequenz w erden die

k Sequenzen S0; ::; Sk� 1 als sortiert v orausgesetzt. Alle Sequenzen zusam-

men en thalten

P
j jSj j = n Elemen te. Es ist für jede Sequenz ein Splitter

so zu w ählen, dass die r global kleinsten Elemen te v on den n � r gröÿ-
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ten getrenn t sind. Die MCSTL-Implemen tierung garan tiert sogar, dass b ei

mehreren Elemen ten mit gleic hem Sc hlüssel so w ohl die Ordn ung b ezüglic h

Sequenzindex, als auc h b ezüglic h Reihenfolge in der Sequenz b erüc ksic h tigt

wird. Der asymptotisc h optimale Algorithm us aus [ 16 ] dien t als Grundlage

für den MCSTL-Algorithm us.

Der Algorithm us ist an Binärsuc he angelehn t. Zu Beginn w erden v on al-

len Sequenzen n ur die mittleren Elemen te ausgew ählt. Auf diesen Elemen ten

wird im Kleinen gemac h t, w as der Algorithm us im Groÿen erreic hen soll. Es

w erden un ter den k gew ählten Elemen ten die r � k=n kleinsten Elemen te in

die �link e� P artition üb ernommen und die restlic hen in die �rec h te�. So ist in

jeder Sequenz b ereits eine ob ere o der un tere Grenze festgelegt (w ob ei eine

Grenze immer am mittleren Elemen t liegt und die andere an einem Ende

der Sequenz). Diese Grenzen w ac hsen in den F olgenden Sc hritten aufeinan-

der zu, w ährend neue Elemen te zur Ausw ahl hinzugenommen w erden. Der

Algorithm us ist fertig, w enn sic h die Grenzen tre�en.

Jeder Sc hritt b esteh t aus zw ei Phasen. In der ersten Phase w erden k neue

Elemen te b etrac h tet. Dazu w ählt man sic h in jeder Sequenz das Elemen t

aus, das in der Mitte zwisc hen den bisherigen Grenzen liegt. Diese Elemen-

te w erden zunäc hst mit dem (global) gröÿten Elemen t der link en und dem

(global) kleinsten in der rec h ten P artition v erglic hen. Abhängig v om Ergeb-

nis legt dieses Elemen t dann die neue link e o der rec h te Grenze fest. Ist ein

neues Elemen t kleiner als das Gröÿte der link en P artition, ist es das neue

Grenzelemen t der link en P artition in der eigenen Sequenz. Ist es gröÿer als

das kleinste Elemen t der rec h ten P artition, b egrenzt es die rec h te P artition.

Bei Elemen ten, die nic h t durc h die Elemen te in einer der P artitionen klas-

si�ziert w erden k önnen, m uss man sic h zu Beginn festlegen, ob immer die

link e o der die rec h te P artition sie erhält. W enn möglic h k ann man auc h den

Mittelw ert zwisc hen den Gröÿen der Randelemen te für die Zuordn ung b e-

n utzen, um dieses Problem ganz zu v ermeiden. Nac h der ersten Phase m uss

das V erhältnis zwisc hen den b eiden P artitionen nic h t erhalten bleib en. Es

sind ab er hö c hstens k Elemen te auf der falsc hen Seite. Es m üssen also O(k)

Elemen te aus einer P artition extrahiert w erden und in die andere eingefügt.

Ben utzt man geeignete Datenstrukturen, so brauc h t man O(logk) Zeit um

ein globales Randelemen t in einer P artition zu �nden und die gleic he Zeit,

um es in die andere P artition einzufügen. In der ersten Phase w erden also

k Elemen te b etrac h tet und in der zw eiten Phase b enötigt man O(k � 2 logk)

Zeit um das Gröÿen v erhältnis wiederherzustellen. Insgesam t ergibt sic h also

eine Laufzeit v on O(k logk) pro Sc hritt. In jedem Sc hritt ist das mittlere Ele-

men t zwisc hen den Grenzen die neue Grenze und der Abstand zwisc hen den

Grenzen halbiert sic h. Nimm t man v ereinfac hend an, dass Un tersc hiede in
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1 2 6 7 9 11 15
2 8 9 17 23 24 25
6 7 9 12 23 24 25
3 8 10 13 14 17 19

1 2 6 7 9 11 15
2 8 9 17 23 24 25
6 7 9 12 23 24 25
3 8 10 13 14 17 19

1 2 6 7 9 11 15
2 8 9 17 23 24 25
6 7 9 12 23 24 25
3 8 10 13 14 17 19

1 2 6 7 9 11 15
2 8 9 17 23 24 25
6 7 9 12 23 24 25
3 8 10 13 14 17 19

1 2 6 7 9 11 15
2 8 9 17 23 24 25
6 7 9 12 23 24 25
3 8 10 13 14 17 19

1 2 6 7 9 11
2 8 9 17 23 24 25
6 7 9 12 23 24 25
3 8 10 13 14 17 19

15

Abbildung 4.5: Beispiel für MCSTL-Algorithm us

multisequence_partition ; gesuc h t ist eine Aufteilung nac h 14 Ele-

men ten; In grau sind Elemen te dargestellt, die no c h nic h t b etrac h tet w erden.

Die Randelemen te sind farblic h herv orgehob en. Die 12 wird in der zw eiten

Phase v on Sc hritt 2 v on der link en in die rec h te P artition üb ernommen,

eb enso die 11 in der zw eiten Phase v on Sc hritt 3

der Sequenzlänge durc h P adding gelöst w erden, so b enötigt man log maxi Si

Sc hritte.

Analyse:

T(n; p) 2 O(k logk � log max
j

jSj j)

4.1.7.2 Multiw a y Merge

Die merge (Misc hen)-Op eration erhält zw ei Sortierte F olgen und misc h t die

Elemen te zu einer einzelnen sortierten F olge. Auc h hier v erallgemeinert die

MCSTL den Algorithm us v on zw ei auf k sortierte F olgen S0; ::; Sk� 1 mit ak-

kum ulierter Länge n . Im ersten Sc hritt des Algorithm us w erden die F olgen

durc h (p � 1)-fac hes Abspalten der n=p kleinsten Elemen te aufgeteilt. Hier

k ann jeder Prozessor eine Abspaltung üb ernehmen, indem er den sequen tiel-

len multisequence_partition -Algorithm us aufruft. Nun hat man für jedes

i zwisc hen 0 und p � 1 (w omöglic h leere) T eilfolgen S0;i ; ::; S(k� 1);i , üb er die

alle Elemen te mit Rang i � n=p bis (i + 1) � n=p v erteilt sind.
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deleteMin()
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Abbildung 4.6: Loser T ree

Ab diesem Punkt m uss jeder Prozessor für sein i ein sequen tielles Merge

auf den Listen S0;i bis S(k� 1);i durc hführen. Ein V erfahren, das diese Auf-

gab e in O(logk � n=p) Zeit erledigt basiert auf T ournamen t T rees, genauer

einem Loser T ree. Diese Bäume hab en die Struktur einer Visualisierung v on

T urnierergebnissen im K.-o.-System. Die Blätter sind die zu v ergleic henden

Elemen te, in den inneren Knoten stehen die �V erlierer� v on P aarungen, in

diesem F all ist es das Kind mit dem gröÿeren Sc hlüssel. Damit stehen in den

inneren Knoten Duplik ate v on Blattknoten. En tfern t man im einmal gefüll-

ten Baum den kleinsten Knoten, der als Sieger no c h üb er der W urzel steh t,

m uss der Baum aktualisiert w erden. Es ist für den Knoten b ek ann t, w elc hes

Blatt zu ihm gehört. V on dort aus reic h t ein Aufstieg zur W urzel, um den

neuen kleinsten Knoten zu b estimmen. Die Laufzeit ein minimales Elemen t

zu b estimmen liegt also in O(logk) sobald der Baum einmal aufgebaut ist. Da

ein Prozessor hier b ei Elemen ten mit gleic hem Sc hlüssel ganz leic h t die Ord-

n ung der ursprünglic hen Sequenzen b eib ehalten k ann, erbt der Algorithm us

die Stabilität v on multisequence_partition .

Analyse:

T(n; p) 2 O(k logk � log max
j

jSj j +
n
p

logk)

4.1.7.3 (Stable) Multiw a y Mergesort

Nun ist alles v orb ereitet, w as man für Multiw a y Mergesort in der MCSTL

brauc h t. Im ersten Sc hritt des V erfahrens sortiert jeder Prozessor bis zu dn=pe

Elemen te sequen tiell. Die so en tstandenen p sortierten F olgen w erden durc h

multiway_merge zu einer gemisc h t. Das Ergebnis v on multiway_merge ist

eine neue, sortierte F olge, die no c h an den Platz der ursprünglic hen k opiert
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1 3 7 8 11 14 17 18

2 4 6 13 15 17 17 20

95 10 12 16 17 21 22

PE 0 PE 1 PE 2 PE 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 17 17 17 18 20 21 22

Abbildung 4.7: MCSTL-Algorithm us: multiway_merge

w erden m uss. Gegen üb er Quic ksort hat man also den Nac h teil, dass das Sor-

tieren nic h t in-place ist, sondern v orüb ergehend dopp elten Platz brauc h t.

Zum Ausgleic h b en utzt man in der MCSTL für den ersten Sc hritt ein sta-

biles, sequen tielles Sortierv erfahren, damit für den ganzen Algorithm us die

Stabilität erhalten bleibt. Daher wird dieser Algorithm us v erw endet, w enn

stable_sort aufgerufen wird.

Analyse:

T(n; p) 2 O(
n logn

p
+ plogp � log

n
p

)

4.2 P arallele Prioritätslist en

Problem b esc hreibung: Eine Prioritätsliste ist eine abstrakte Datenstruk-

tur. Ihr zugrunde liegt eine Menge M , deren Elemen te einen Sc hlüssel b esit-

zen m üssen, der ihre Ordn ung festlegt. Zu Beginn gilt M := ; . Prioritätslisten
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m üssen die Op erationen insert und deleteMin un terstützen. insert fügt

ein Elemen t e zu M hinzu. deleteMin liefert das Elemen t mit dem kleinsten

Sc hlüssel zurüc k und en tfern t es aus M . Die Dauer jeder dieser Op eratio-

nen k ann v on n := jM j zum Zeitpunkt der Ausführung abhängen. Bei der

hier b etrac h teten parallelen Prioritätsliste w erden insert und deleteMin ge-

ändert. Bei der parallelen insert* -Op eration fügt jeder Prozessor k onstan t

viele Elemen te ein. Bei dem parallelen deleteMin* w erden die p kleinsten

Elemen te en tfern t und jeder Prozessor erhält eines.

Ben utzt man für die sequen tielle Prioritätsliste Binary Heaps, so liegt der

Zeitb edarf so w ohl b ei insert , als auc h b ei deleteMin in O(logn) . Ein Ähnli-

c hes Ergebnis wünsc h t man sic h auc h für parallele Prioritätslisten. Es soll al-

lerdings auc h b erüc ksic h tigt w erden dass insgesam t �( p) Elemen te eingefügt

o der en tfern t w erden. Die angestrebte Zeitsc hrank e ist daher O(logn+log p) .

Es gibt eine andere De�nition des Problems für v erteilte Algorithmen, b ei

der die Prozessoren async hron einzelne insert - o der deleteMin -Op erationen

ausführen. Bei diesem Problem, das hier nic h t b etrac h tet wird, m uss nic h t

n ur hohe P arallelisierung und damit Gesc h windigk eit erreic h t w erden. Es ist

auc h wic h tig, dass trotz Zugri�en zu v ersc hiedenen Zeiten auf v ersc hiedenen

Prozessoren die K orrektheit erhalten bleibt.

Viele Algorithmen, die Prioritätslisten v erw enden, k önnen mit der hier

b etrac h teten P arallelisierung nic h t auf die gleic he Art v erw endet w erden. Al-

gorithmen, wie Dijkstras Algorithm us für die Bestimm ung kürzester Pfade,

funktionieren n ur durc h die sequen tielle Struktur normaler Prioritätslisten.

Bei einer sequen tiellen Implemen tierung v on Dijkstras Algorithm us hat der

gefundene Pfad zu einem Knoten stets minimale K osten, da ein W eg n ur

erw eitert wird, w enn es die günstigste Erw eiterung un ter den möglic hen ist.

W erden b ei der P arallelisierung auc h sub optimale W ege neb en dem opti-

malen v erfolgt, so k ann später der Knoten auf einem b esseren W eg erreic h t

w erden. Ein t ypisc hes Problem, das v on diesen Prioritätslisten pro�tiert, ist

die Sim ulation v on diskreten Ereignissen. Wird ein Ereignis sim uliert, so k ön-

nen mehrere neue Ereignisse als F olge en tstehen. Alle Prozessoren b eziehen

also Ereignisse aus der Prioritätsliste und fügen b ei der Sim ulation anfallende

wieder in die Liste ein, b ev or sie ein neues Ereignis b eziehen.

Eine einfac he Umsetzung ist es die Prioritätsliste einem Prozessor zu üb er-

lassen. Er v erw altet dann eine sequen tielle Prioritätsliste und b ean t w ortet

Anfragen aller anderen Prozessoren. Nic h t n ur dass diese Implemen tierung

dank ihrer Üb ersc haubark eit gut zu debuggen ist, sie sc hlägt b ei sp eziellen

An w endungen sogar viele v erteilte Implemen tierungen. Durc h eine zen trali-

sierte V erw altung b esc hränkt sic h K omm unik ation auf Anfragen und An t-

w orten. Async hrone Zugri�e w erden auf natürlic he Art und W eise geregelt.
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Bei w enigen Zugri�en wird also Zeit für die zur V erw altung nötige K omm u-

nik ation gespart. Bei der hier b etrac h teten An w endung w erden ab er immer

p Anfragen gleic hzeitig gestellt, also w äre so w ohl für insert , als auc h für

deleteMin 
( p(T

start

+ log n)) Zeit für einen Prioritätslistenzugri� nötig.

4.2.1 Eine An w endung: Branc h-and-Bound

Ein w eiteres t ypisc hes Einsatzgebiet, das v on n un an durc hgehend als moti-

vierendes Beispiel dienen wird, ist das Branc h-and-Bound K onzept. Für ein

gegeb enes Problem wird die optimale Lösung gesuc h t. Hier ist eine Lösung

dann optimal, w enn sie minimale K osten hat. Das Problem soll T eillösungen

b esitzen, durc h die sic h die K osten nac h un ten absc hätzen lassen. Ein sol-

c hes Problem w äre die Suc he nac h einem Pfad in einem Graph mit p ositiv en

Kan tengewic h ten, der v orgegeb ene Eigensc haften erfüllt und minimale K os-

ten un ter allen solc hen Pfaden hat. Eine T eillösung sind dann Pfade, die die

gegeb ene Eigensc haft nic h t erfüllen, sic h ab er geeignet erw eitern lassen. Die

K osten für einen solc hen Pfad sind eine un tere Sc hrank e für die K osten einer

daraus resultierenden Lösung. Ein Sc hritt in einem auf Branc h-and-Bound

basierenden Algorithm us b esteh t aus zw ei Phasen. In der ersten Phase, der

Branc hphase w erden aus einer T eillösung neue T eillösungen bzw. Lösungen

generiert. Die Zeit für das Erzeugen neuer T eillösungen wird im F olgenden T

X

genann t. Die Sc hrank e für abgeleitete T eillösungen k ann sic h v erb essern, also

n ur gegen die tatsäc hlic h nötigen K osten w ac hsen. Ein Absink en der Sc hran-

k e ist nic h t möglic h, da sonst die Sc hrank e der v orhergehenden T eillösung

v erletzt w äre. In der Boundphase w erden aus allen generierten T eillösungen

die en tfern t, deren un tere Sc hrank e gröÿer ist als die K osten für die Beste

gefundene Lösung. Ziel ist es, Lösungsansätze nic h t w eiterzuv erfolgen, sobald

sie die b este gefundene Lösung nic h t mehr v erb essern k önnen.

Hier soll Branc h-and-Bound als Suc he nac h einem Knoten mit minimalen

K osten in einem Baum H (V; E) in terpretiert w erden. Die Knotenmenge V

b esteh t dann aus T eillösungen und Lösungen. Die Kinder eines Knotens sind

aus einer T eillösung abgeleitete T eillösungen und Lösungen für das Problem.

Ein Knoten ist genau dann ein Blatt, w enn er eine Lösung des Problems

repräsen tiert. Es wird w eiterhin eine K ostenfunktion c(v) de�niert. Reprä-

sen tiert v eine Lösung, so en tspric h t c(v) den K osten dieser Lösung. Ist v

eine T eillösung, so ist c(v) die zu der T eillösung gehörende un tere Sc hrank e

für abgeleitete Lösungen. Die K ostenfunktion steigt als un tere Sc hrank e für

die K osten der Lösung auf einem Ab w ärtspfad monoton an. Das gesuc h te

Blatt, das minimale K osten hat, wird als v�

b ezeic hnet. In

~V � V sollen alle

Knoten liegen, deren K osten hö c hstens so groÿ sind, wie die v on v�

. Es gilt
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also

~V := f v 2 V : c(v) � c(v� )g und es soll m :=
�
�
� ~V

�
�
� sein. Diese Menge

en thält also alle T eillösungen, die in jedem F all un tersuc h t w erden, da ihre

un tere Sc hrank e no c h un ter den K osten der optimalen Lösung liegt. Die Ein-

sc hränkung des Baumes auf diese Knoten wird mit

~H b ezeic hnet, die Höhe

v on

~H als h .

4.2.1.1 Sequen tielles Branc h-and-Bound

Algorithm us 4.7: Sequen tielles Branc h-and-Bound

Q : = ( s e q u e n t i a l ) P r i o r i t y Q u e u e ;

Q . i n s e r t ( r o o t n o d e ) ;

w h i l e ( v : = Q . d e l e t e M i n ( ) i s n o t a l e a f ) {

f o r e a c h ( v0 2 s u c c e s s o r s o f v ) {

Q . i n s e r t ( v0

) ;

}

}

p r o c e s s ( s o l u t i o n v ) ;

Erläuterungen: Im ersten Beispiel soll v orgeführt w erden, wie sic h ei-

ne Prioritätsliste b en utzen lassen k ann, um einen sequen tiellen Branc h-and-

Bound-Algorithm us zu realisieren. Es wird in jedem Sc hritt der Knoten v mit

dem niedrigsten c(v) gew ählt. Ist es k ein Blatt, so w erden in T

X

Zeit die Nac h-

folger b estimm t und in die Prioritätsliste eingefügt. Da deleteMin() stets

den Knoten mit den niedrigsten K osten liefert, stec kt die Bound-Phase in der

Sortierung der Prioritätsliste. Das erste Blatt, das geliefert wird, hat minima-

le K osten un ter allen Knoten, die no c h in der Prioritätsliste en thalten sind,

also k önn te k ein Knoten mehr gezogen w erden, der die Lösung v erb essern

würde. Es w erden also alle Knoten, die nic h t in

~V liegen, sofort so eingefügt,

dass sie erst nac h dem b esten Blatt gezogen w erden würden. Alle m Knoten

v on

~V m üssen dagegen durc hsuc h t w erden und bis auf v�

liegen n ur innere

Knoten in

~V . Somit m uss für jeden T

X

Zeit aufgebrac h t w erden, um Nac hfol-

ger zu generieren. Bei den Prioritätlistenop erationen wird zunäc hst m -fac hes

deleteMin() b enötigt, da jeder Knoten in

~V extrahiert w erden m uss. W ei-

terhin gehören zu jedem Knoten in

~V b esc hränkt viele Einfügeop erationen.

Da Elemen te auÿerhalb v on

~V nic h t mehr b etrac h tet w erden, ist das auc h

alles w as an Einfügeop erationen not w endig ist. Es ist also für jedes der m

Elemen te eine durc h eine K onstan te b esc hränkte Anzahl an Prioritätslisten-

op erationen nötig, deren Zeitb edarf in O(logm) liegt.
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Analyse:

T

seq

2 m(T

X

+ O(logm))

4.2.1.2 Branc h-and-Bound nac h Karp und Zhang

Algorithm us 4.8: Branc h-and-Bound nac h Karp und Zhang

Q : = ( s e q u e n t i a l ) P r i o r i t y Q u e u e ;

i f ( i = 0 ) {

Q . i n s e r t ( r o o t n o d e ) ;

}

c�

: = 1 ;

w h i l e ( 9j : Q@ j 6= ; ) {

v : = Q . d e l e t e M i n ( ) ;

i f ( c(v) � c�

) {

Q : = ; ;

} e l s e {

i f ( v i s a l e a f ) {

p r o c e s s ( n e w s o l u t i o n v ) ;

c�

: = c(v) ;

c�

: = min j c�

@ j ;

} e l s e {

f o r e a c h ( v0 2 s u c c e s s o r s o f v ) {

s e l e c t r a n d o m j 2 f 0; : : : ; p � 1g ;

( Q @ j ) . i n s e r t ( v0

) ;

}

}

}

}

Erläuterungen: Dieser Algorithm us aus [ 5 ] stellt eine P arallelisierung

v on Branc h-and-Bound dar. Es b esitzt jeder Prozessor eine eigene sequen ti-

elle Prioritätsliste. Im W esen tlic hen funktioniert er wie der sequen tielle Algo-

rithm us. Eine Änderung ist, dass mehrere Knoten parallel durc h v ersc hiedene

Prozessoren un tersuc h t w erden. Um gute Lastv erteilung zu erreic hen, w erden

die generierten Nac hfolger v on Knoten nic h t n ur in die eigene Prioritätliste

eingefügt. Stattdessen v erteilt man die neuen Knoten zufällig üb er die Prio-

ritätslisten aller Prozessoren. W enn ein Prozessor b ei diesem Algorithm us

einen Blattknoten �ndet, hat er n ur das minimale Elemen t v on allen, die

er b esitzt. Auf globaler Eb ene k ann es no c h immer b essere Lösungen geb en.
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Damit andere Prozessoren ihre Suc he eb enfalls rec h tzeitig abbrec hen k önnen,

teilt jeder Prozessor anderen die K osten eines gefundenen Blattes mit. W enn

in einem Sc hritt mehrere Blätter gefunden w erden, so wird üb er Redukti-

on die niedrigste K ostensc hrank e b estimm t. So k önnen Prozessoren, die n ur

teure Knoten b esitzen ihre Prioritätsiste b ereinigen, bis sie neue Knoten mit

niedrigen K osten erhalten.

Da

~H no c h immer durc hsuc h t w erden m uss, ist m=p eine Un tere Sc hrank e

für die Laufzeit. Eine zw eite Laufzeitsc hrank e ergibt sic h aus der T atsac he,

dass in

~H auf dem längsten Pfad k eine P arallelisierung möglic h ist. Es ist

also auc h h eine un tere Sc hrank e. Damit b eträgt auc h die parallele Laufzeit

mindestens maxf m=p; hg 2 
( m=p+ h) . In [ 9 ] wird gezeigt, dass mit einer

W ahrsc heinlic hk eit v on 1� m� k1

hö c hstens k2( m
p + h + log m + log p) Sc hritte

für die Ausführung b enötigt w erden, w ob ei k1 und k2 K onstan ten sind. Diese

Zeit ist asymptotisc h optimal.

Analyse:

T(n; m; p) 2 ~O(( m
p + h)(T

X

+ T

coll

+ log m))

4.2.1.3 Branc h-and-Bound und parallele Prioritätslisten

Algorithm us 4.9: Branc h-and-Bound mit P arallelen Prioritätslisten

Q : = ( s e q u e n t i a l ) P r i o r i t y Q u e u e ;

Q . i n s e r t ( r o o t n o d e ) ;

c�

: = 1 ;

w h i l e ( Q 6= ; ) {

v : = Q . d e l e t e M i n * ( ) ;

i f ( c(v) < c �

) {

i f ( v i s a l e a f ) {

p r o c e s s ( n e w s o l u t i o n v ) ;

c�

: = c(v) ;

c�

: = min j c�

@ j ;

} e l s e {

f o r e a c h ( v0 2 s u c c e s s o r s o f v ) {

Q . i n s e r t * ( v0

) ;

}

}

}

}
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Erläuterungen: Jetzt mö c h te man b ei der parallelen Implemen tierung

so viel wie möglic h auf die Prioritätslisten ab w älzen. Hier erhält jeder Prozes-

sor am Anfang des Sc hrittes eines der p kleinsten Elemen te. Das reic h t auc h

hier no c h nic h t, um sic her sein zu k önnen, dass das erste gefundene Blatt auc h

das gesuc h te ist. Ein anderer Prozessor k önn te im gleic hen Sc hritt einen in-

neren Knoten erhalten hab en, der zu einem günstigeren Blatt expandiert.

Es ist daher wieder nötig die K osten der b esten Lösung zu sp eic hern, um

festzustellen, w ann eine Expansion nic h t mehr nötig ist.

Die Absc hätzung ist in diesem F all et w as leic h ter. Es gilt immer no c h

die un tere Sc hrank e v on maxf m=p; hg. W enn in der Prioritätsliste in einem

Sc hritt mindestens p Knoten aus

~H liegen, dann k ann ein p-tel der Knoten

v erarb eitet w erden. Gäb e es n ur solc he Sc hritte, so w äre der Algorithm us

nac h m=p Sc hritten fertig. Es k ann ab er passieren, dass w eniger als p Knoten

aus

~H in der Prioritätsliste liegen, dann w erden auc h Knoten b etrac h tet, die

im sequen tiellen F all nic h t b etrac h tet w erden würden. Die in diesem Sc hritt

b etrac h teten Knoten aus

~H w erden alle expandiert. Die Kindknoten dieser

Bäume hab en eine um 1 gröÿere Höhe, also k ann dieser F all n ur h Male

ein treten. Insgesam t k ann der Algorithm us durc h Alternieren zwisc hen b eiden

Fällen hö c hstens m=p+ h Sc hritte b enötigen. Wie gew ohn t k ann in jedem

Sc hritt T

X

Zeit für die Expansion der Knoten und O(T

PQueue

) Zeit für die

Prioritätslistenop eration v erbrauc h t w erden.

Analyse:

T(n; m; p) 2 ( m
p + h)(T

X

+ O(T

PQueue

))

Bisher m uss b ei Knoten, deren Nac hfolger sc hnell generiert w erden k ön-

nen, gew artet w erden, bis auc h die anderen Knoten b earb eitet wurden. Um

das zu v ermeiden, k ann jeder Prozessor separate Prozesse für Prioritätslisten-

v erw altung und für Branc h-and-Bound anlegen. Es wird nic h t mehr gew artet,

bis alle Prozessoren neue Knoten brauc hen, die expandiert w erden sollen. So-

bald eine hinreic hend groÿe Anzahl an Prozessoren mit der Expansion fertig

ist, wird ein deleteMin* ausgeführt und sie erhalten b ereits neue Daten.

4.2.2 P aralleles Select

Bev or es an die Realisierung paralleler Prioritätslisten geh t, wird hier eine

Hilfsfunktion eingeführt, die für das parallele deleteMin* wic h tig sein wird.

Desw egen wird auc h die P arallelisierung nic h t allgemein, sondern n ur für den

später b enötigten Sp ezialfall b etrac h tet.
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Problem b esc hreibung: Gegeb en ist eine Menge Q mit jQj = n und

ein k � n . Suc he die k kleinsten Elemen te in Q.

Die hier b esc hrieb ene Lösung des Select-Problems angelehn t an einen

Algorithm us aus [ 2 ]:

Algorithm us 4.10: Select

S e l e c t ( Q , k ) {

i f ( jQj � s ) {

s o r t ( Q ) ;

r e t u r n f i r s t k e l e m e n t s o f Q ;

}

S : = s r a n d o m e l e m e n t s f r o m Q ;

s o r t ( S ) ;

u : = e l e m e n t r a n k e d

� k
n s + �

�

i n S ;

l : = e l e m e n t r a n k e d

� k
n s � �

�
i n S ;

Q< : = f q 2 Q : q < l g ;

Q> : = f q 2 Q : q > l g ;

Q0

: = Q n (Q< [ Q> ) ;

i f ( jQ< j < k ) {

r e t u r n ( Q< [ S e l e c t ( Q0

, k � j Q< j ) ) ;

} e l s e {

i f ( jQ< j + jQ0j < k ) {

r e t u r n Q< [ Q0[ S e l e c t ( Q> , k � (jQ< j + jQ0j) ) ;

} e l s e {

r e t u r n S e l e c t ( Q< , k ) ;

}

}

}

Erläuterungen: Die Idee hin ter dem Algorithm us ist zunäc hst durc h ein

zufälliges Sample S abzusc hätzen, w elc he Elemen te mit hoher W ahrsc hein-

lic hk eit un ter den k kleinsten liegen. Dazu wird aus dem Sample das Ele-

men t gew ählt, das das Sample in einem ähnlic hen V erhältnis aufteilt, wie k

das v ollständige Q. Es m üssen no c h Ab w eic h ungen abgefangen w erden, die

un v ermeidlic h durc h unzureic hend repräsen tativ es Sample, so wie die grob e

Aufteilung en tstehen. Dazu wird ein um � � im Rang ab w eic hendes Elemen t

l als un tere und ein um � ab w eic hendes Elemen t u als ob ere Grenze ausge-

w ählt. Diese zw ei Grenzen legen eine Aufteilung v on Q in drei Mengen fest.

Die Menge Q0

en thält alle Elemen te mit Gröÿe zwisc hen l und u , zu kleine

Elemen te k ommen in Q< zu groÿe in Q> . Ist das k -te Elemen t b ei sortiertem

Q zwisc hen den so gew ählten Grenzelemen ten, so sind alle Elemen te in Q<
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un ter den kleinsten k . W eiterhin k önnen alle Elemen te in Q> ausgesc hlossen

w erden. Es m uss also no c h üb erprüft w erden, w elc he Elemen te in Q0

un ter

den ersten k sind. Rekursiv wird die In terv all so w eit eingegrenzt, bis so

w enige Elemen te übrig sind, dass sie sc hnell sortiert w erden k önnen.

Die W ahrsc heinlic hk eit, dass in einem Rekursionssc hritt das Problem auf

Q0

eingegrenzt w erden k ann hängt v on s und � ab. Beide P arameter b e-

ein�ussen eb enfalls die Zeit, die ein einzelner Rekursionssc hritt k ostet. Ein

gröÿeres s erhöh t den Sortieraufw and, mac h t das Sample ab er repräsen tati-

v er. Den P arameter � zu v ergröÿern erhöh t die W ahrsc heinlic hk eit, dass das

k -te Elemen t zwisc hen l und u liegt, v ergröÿert ab er auc h das Q0

auf das

eingesc hränkt wird.

Für die P arallelisierung wird hier n ur ein Sonderfall b etrac h tet, b ei dem

n = plogp und k = p gilt. Dieser F all wird später auftreten. Für die Sam-

plegröÿe s bietet sic h im parallelen F all

p
p an, da so viele Elemen te durc h

sc hnelles Ranking ( 4.1 ) mit w enigen k ollektiv en K omm unik ationsop eratio-

nen sortiert w erden k önnen. Bei plogp Elemen ten ist die Samplegröÿe dab ei

no c h ausreic hend, um in jedem Iterationssc hritt b ei � 2 �( p1=4+ � ) mit hoher

W ahrsc heinlic hk eit wie gewünsc h t eine Einsc hränkung auf Q0

zu erreic hen.

Bew eisen lässt sic h das mit Cherno�-Sc hrank en. Ähnlic h wie b ei Sample-

Sort ( 4.5 ) zeigt man, dass b ei Ziehen der Samples mit Zurüc klegen die W ahr-

sc heinlic hk eit, dass zu viele zwisc hen u und l liegen sehr niedrig ist. Damit

sind v on anfänglic h plogp Elemen ten b ereits nac h O(1) Rekursionssc hrit-

ten hö c hstens no c h

p
p Elemen te übrig, die wieder sc hnell sortiert w erden

k önnen. Ist T

coll

die Zeit für eine k ollektiv e K omm unik ation, so brauc h t der

Algorithm us in jeder Rekursionseb ene O(T

coll

) Zeit zum Sortieren des Samp-

les mit sc hnellem Ranking und eb enfalls O(T

coll

) für eine Prä�xsumme, mit

der die Elemen te den drei Mengen zugeordnet w erden. Auf eine Um v ertei-

lung wird nac h der Prä�xsumme v erzic h tet, da zufällige V erteilung b ereits

eine gute Lastv erteilung w ahrsc heinlic h mac h t. Nac h O(1) Eb enen sind no c h

p
p Elemen te v orhanden, die wieder in O(T

coll

) sortiert w erden.

Analyse:

T(plogp; p) 2 ~O(T

coll

)
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Abbildung 4.8: Eine Select-Rekursion

4.2.3 P arallele Prioritätslisten

Die n un b esc hrieb ene Prioritätsliste nac h [ 11 ] setzt wieder auf eine sequen ti-

elle Prioritätsliste für jeden Prozessor. Für insert* greift man die Idee aus

dem Algorithm us v on Karp und Zhang auf. Randomisierung hilft auc h hier

dab ei die Knoten einigermaÿen gleic hmäÿig üb er die lok alen Prioritätslisten

zu v erteilen. Cherno�-Sc hrank en lassen sic h an w enden, um zu zeigen, dass b ei

einer insert* -Op eration mit hoher W ahrsc heinlic hk eit hö c hstens O( log p
log log p)

neue Elemen te in eine lok ale Prioritätsliste eingefügt w erden. Da die Ele-

men te gleic hmäÿig v erteilt sein sollten, k ostet das Einfügen eines Elemen tes

in eine lok ale Prioritätsliste O(log n
p ) Zeit. Zusammen mit dem k ollektiv en

Nac hric h tenaustausc h, der statt�nden m uss, um die Elemen te auf die Pro-

zessoren zu bringen, in deren Prioritätsliste sie gehören, ergibt sic h für ein

insert* ein Zeitb edarf v on

T

coll

+ ~O(
logp

log logp
� log

n
p

)
Bessere lok ale Prioritätslisten k önnen diese Sc hrank e senk en, es sollte ab er

darauf geac h tet w erden, dass b essere amortisierte Sc hrank en möglic herw eise

nic h t reic hen. Es ist k eine V erb esserung zu erw arten, w enn jeder Prozessor

für sic h n ur in seltenen Fällen lange brauc h t, ab er b ei jedem insert* für

einen der Prozessoren dieser seltene F all ein tritt.

Eine k omplexere F unktion stellt b ei dieser Realisierung deleteMin* dar.

Anders als b ei Karp und Zhang sollen die Prozessoren nic h t mehr n ur das

kleinste Elemen t ihrer Prioritätsliste erhalten. Nac h deleteMin* soll jeder

Prozessor eines der p kleinsten Elemen te aus der V ereinigung üb er alle lok alen

Prioritätslisten b esitzen. Eine erste V ersion k önn te dann wie folgt aussehen:
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Algorithm us 4.11: deleteMin*

d e l e t e M i n * ( Q1 , n , p ) {

Q0 : = t h e O(log p) s m a l l e s t e l e m e n t s o f Q1 ;

M : = s e l e c t ( [ j Q0 @ j , p ) ;

e n u m e r a t e M = f e0; � � � ; ep� 1g ;

a s s i g n ej t o P E j ;

i f ( maxj ej > mink Q1 @ k ) {

e x p e n s i v e s p e c i a l c a s e t r e a t m e n t ;

}
e m p t y Q0 b a c k i n t o Q1 ;

}

Im ersten Sc hritt w erden aus jeder der p lok alen Listen Q1 die kleins-

ten logp Elemen te herausgenommen und in eine sortierte Liste Q0 abgelegt.

Bei O(log n
p ) Zeit für ein lok ales deleteMin ist die Gesam tzeit zum erzeugen

der Q0 in O(logplog n
p ) . Es ist sehr w ahrsc heinlic h, dass in der V ereinigung

üb er alle lok alen Q0 die p kleinsten Elemen te liegen. P aralleles Select ( 4.2.2 )

liefert die p kleinsten Elemen te aus allen lok alen Q0 . Wie b ereits gezeigt,

ist

~O(T

coll

) Zeit nötig, um die kleinsten p Elemen te aus insgesam t plogp zu

b estimmen. Die so b estimm te Menge der p kleinsten Elemen te wird mit M

b ezeic hnet. Üb er eine Prä�xsumme lassen sic h die Elemen te in M durc hn um-

merieren. Diese Elemen te w erden in einer w eiteren k ollektiv en Op eration an

die en tsprec henden Prozessoren ausgeliefert. Prä�xsumme und V erteilen der

Elemen te k osten jew eils O(T

coll

) Zeit. Es ist wieder O(T

coll

) Zeit nötig, um zu

prüfen, ob in einem Lok alen Q1 no c h immer mindestens ein Elemen t ist, das

kleiner ist, als das gröÿte in M . W enn das passiert, dann hat es nic h t gereic h t

n ur die logp kleinsten Elemen te aus jeder lok alen Prioritätsliste zu b erüc k-

sic h tigen. Dieser Sonderfall k ostet dann p olynomielle Zeit. Ansc hlieÿend sind

die p kleinsten Elemen te b ek ann t und w as no c h v on den lok alen Q0 übrig

ist, m uss wieder in Q1 einsortiert w erden. Da auf jedes Q0 ein Elemen t in

M k omm t, m uss zumindest ein Prozessor O(logp) Elemen te in Q1 misc hen.

Damit k ostet es O(logplog n
p ) Zeit Q0 wieder in Q1 zu misc hen.

Eine V erb esserung erreic h t man dadurc h, dass man Q0 nic h t mehr für

jede Op eration k omplett neu b estimm t. Da sic h an einem lok alen Q1 b ei je-

dem Einfügen relativ w enig ändert, ändert sic h auc h auc h an Q0 nic h t viel.

Für die Elemen te v on Q0 b edeutet es v or allem, dass viele immer wieder

neu aus Q1 gezogen und einsortiert w erden m üssen. Um diesen Aufw and zu

senk en mac h t man die Aufteilung in Q0 und Q1 p ermanen t. Dab ei bleibt Q1

eine sequen tielle Prioritätsliste und Q0 ein sortiertes Arra y . Neue Elemen te

w erden durc h insert* n un in Q0 eingefügt. Dazu w erden die einzufügenden

4.2. P ARALLELE PRIORIT Ä TSLISTEN 96

Elemen te sortiert und durc h ein Merge mit dem sortierten Q0 k om biniert.

Um Q0 zu b esc hränk en, wird es nac h logp Einfügeop erationen wieder in Q1

geleert. Mit Cherno�-Sc hrank en lässt sic h wieder zeigen, dass bis dahin mit

hoher W ahrsc heinlic hk eit O(logp) Elemen te in Q0 sind. Das V ersc hmelzen

mit Q1 hat dann K osten O(logp � log n
p ) . Da alle Prozessoren das zur glei-

c hen Zeit tun, lassen sic h hier amortisierte Sc hrank en an w enden und üb er

die logp Sc hritte gemittelt bleibt no c h O(log n
p ) Zeitb edarf übrig. Da man

v on O(logp) Elemen ten zu jedem Zeitpunkt ausgeh t, k ann auc h die Merge-

op eration b eim Einfügen abgesc hätzt w erden. Es w erden bis zu O( log p
log log p)

neue Elemen te mit O(logp) Elemen ten in Q0 gemisc h t, das hat Zeitb edarf in

O(logp) . Dieser logarithmisc he T erm wird durc h die Zeit für die k ollektiv e

Nac hric h tenop eration dominiert, in der zu Beginn die Elemen te zufällig üb er

die Prozessoren v erteilt w erden. Ein insert* dauert also

O(T

coll

+ log
n
p

)

Zeit, zusammengesetzt aus dem V erteilen und dem amortisierten Leeren v on

Q0 , das alle logp Sc hritte statt�ndet.

Bei jeder deleteMin* -Op eration wird zunäc hst geprüft, ob die p kleins-

ten Elemen te in Q0 liegen. Dafür m uss n ur in einer k ollektiv en Op eration

b estimm t w erden, ob mindestens p Elemen te in Q0 existieren, die kleiner

sind, als das minimale in Q1 . Gilt das nic h t, so nehmen alle Prozessoren das

kleinste Elemen t aus ihrem Q1 zu Q0 hinzu. Das zufällige V erteilen b eim

Einfügen mac h t es sehr w ahrsc heinlic h, dass es reic h t O(1) Male das klein te

Elemen t aus jedem Q1 in das zugehörige Q0 zu v ersc hieb en, bis k eines der p

kleinsten no c h in einem Q1 liegt. W enn also die Anzahl der insert* -Aufrufe

der für deleteMin* en tspric h t, so w erden auc h hier mit hoher W ahrsc hein-

lic hk eit n ur O(logp) Elemen te in Q0 aufgenommen. Insgesam t ändert sic h

also nic h ts daran, dass Q0 eine erw artete Gröÿe v on O(logp) hat. Es ergibt

sic h die folgende, v erb esserte Realisierung:

Algorithm us 4.12: deleteMin*

d e l e t e M i n * ( Q0 , Q1 , n , p ) {

w h i l e ( jf e 2 [ j Q0 @ j : e < min ([ j Q1 @ j )gj < p ) {

Q0 : = Q0 [ f Q1 . d e l e t e M i n ( ) g ;

}

M : = s e l e c t ( Q0 , p ) ;

e n u m e r a t e M = f e0; � � � ; ep� 1g ;

a s s i g n ej t o P E j ;

}
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Q•

Q€

W•hlen p kleinster Elemente

Zuordnung zu PEs

PE 0 PE 1 PE 2 PE 3

Abbildung 4.9: deleteMin*

Damit lässt sic h auc h für deleteMin* eine Laufzeit erreic hen, die mit

hoher W ahrsc heinlic hk eit in O(T

coll

+ log n
p ) liegt. Die Zeit für Select, Durc h-

n ummerieren und V erteilen der kleinsten p Elemen te ändert sic h nic h t. Es

m uss ab er in jedem Sc hritt n ur O(1) Male auf Q1 zugegri�en w erden. Ein

Zugri� hat die K osten log n
p und damit liegt die Zeit für diese V arian te v on

deleteMin* in

~O(T

coll

+ log
n
p

)

Analyse:

T

insert*

(n; p) 2 ~O(T

coll

+ log n
p )

T

deleteMin*

(n; p) 2 ~O(T

coll

+ log n
p )

W eiter optimieren lassen sic h no c h Op erationen auf lok alen Prioritätslis-

ten. An den Sc hrank en ändern diese Optimierungen ab er nic h ts. Da alle logp

Sc hritte Q0 geleert wird, k ann es sic h b eispielsw eise lohnen Listenstrukturen

für Q1 zu w ählen, die sc hnelle Mergeop erationen mit einer sortierten Liste

ermöglic hen. Umgek ehrt k ann Q0 nac h dem Leeren auc h wieder mit Elemen-

ten gefüllt w erden. Dafür k ann Q1 eb enfalls so angepasst w erden, dass auc h

deleteMin für Mengen un terstützt wird.

4.3 W eiteres zur MCSTL

4.3.1 Find

Problem b esc hreibung: Gegeb en ist ein Arra y a [0::n � 1] mit n Elemen ten
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seq par PE 0 PE 1 PE2 PE3

kk! n-10

Abbildung 4.10: Beispiel für den find MCSTL-Algorithm us

und ein Prädik at P . Gesuc h t ist das minimale k für das das P(a [k]) w ahr

wird.

Das allgemeine Problem wird in der STL v on find_if gelöst w o ein üb er-

geb enes Prädik at zu erfüllt w erden soll. Ab er auc h die Sp ezialfälle find und

mismatch lassen sic h üb er Gleic hheit als Prädik at realisieren.

Sequen tiell brauc h t das Problem O(k) Zeit, man geh t einfac h durc h das

Arra y und üb erprüft, ob das gesuc h te Elemen t gefunden ist. Bei der naiv en

P arallelisierung wird das Arra y gleic hmäÿig un ter den Prozessoren aufgeteilt,

jeder suc h t in seinem Absc hnitt nac h einem geeigneten Elemen t. Gibt es im

ganzen Arra y n ur eines, so liegt der Aufw and in 
( n=p) , da n ur ein Prozessor

v orzeitig abbrec hen k ann. Statt ab er für einen frühen Abbruc h zusätzlic he

K osten zur Üb erprüfung zu in v estieren, üb erlässt man diese Aufgab e der

Arb eitsaufteilung.

Sollte das gesuc h te Elemen t b ereits sehr früh v ork ommen, so lohn t es

sic h w omöglic h gar nic h t mit der P arallelisierung zu b eginnen, da dort die

K osten für die Initialisierung möglic herw eise höher sind, als für sequen tielle

Bestimm ung. Desw egen w erden die ersten k0 Elemen te, für ein festes k0 ,

sequen tiell durc hsuc h t. V on da an nimm t sic h jeder Prozessor einen immer

gröÿer w erdenden Blo c k aus dem Arra y . Dazu wird eine V ariable für den

Index des ersten Elemen tes angelegt, das k einem Prozessor zugewiesen ist.

Üb er fetch-and-add k ann der Zugri� auf diese V ariable k on trolliert w erden.

So wird sic hergestellt, dass n ur ein Prozessor sic h einen neuen Blo c k sic hert.

W enn ein Prozessor seinen Blo c k durc hsuc h t hat, b eginn t er einen neuen,

w ob ei die b eanspruc h te Blo c klänge jedes Mal um einen k onstan ten F aktor

erhöh t wird, bis sie eine maximallänge erreic h t hat. Hat er das gesuc h te

Elemen t gefunden, b eanspruc h t er alle v erbleib enden Elemen te für sic h. So

k ann eine Laufzeit v on O(k=p) garan tiert w erden. Im sc hlimmsten F all hab en

alle Prozessoren einen neuen Blo c k mit einer um F aktor c v ergröÿerten Länge

b egonnen und ein Prozessor tri�t gleic h b eim ersten Elemen t auf die Lösung.

Damit m uss jeder Prozessor insgesam t c(k � 1)=p+ B Elemen te b earb eiten,

w ob ei B die anfänglic he Blo c klänge ist. Nur einer ist nac h (k � 1)=p+1 fertig,

w as die anderen Prozessoren ab er erst b emerk en, w enn sie ihre neuen Blö c k e

abgearb eitet hab en.
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Analyse:

T(n; p) 2 O(
k
p

)

4.3.2 Random Sh u�e

Aufgab e der random_shuffle -Op eration ist es, eine v orgegeb ene F olge zu-

fällig zu misc hen. Mit dem Sortierproblem gemeinsam hat dieses Problem,

dass viele Daten sc hnell um v erteilt w erden m üssen. Auc h w enn das T au-

sc hen der Elemen te zufällig statt�ndet und nic h t strukturiert, bleib en viele

Eigensc haften erhalten. So hat random_shuffle als paralleler Algorithm us

so w ohl b ei v erteiltem Sp eic her und dem K omm unik ationsaufw and, als auc h

b ei gemeinsamem Sp eic her und k onkurrierenden Cac hezugri�en v ergleic h ba-

re Anforderungen.

Der STL-Ansatz b esteh t hier daraus, einmal durc h die Elemen te zu ite-

rieren und jedes dab ei mit einem zufällig gew ählten anderen zu tausc hen.

Ein solc hes V orgehen ist alles andere als cac hee�zien t, da immer wieder auf

v ersc hiedene P ositionen in der Sequenz gesc hrieb en wird. Stattdessen wird

für die MCSTL in drei Sc hritten auf Basis des Mersenne T wister zufällig

gemisc h t. Zunäc hst teilt jeder Prozessor für sic h seine Elemen te zufällig k

lok alen Buc k ets zu. Hier wird n ur sequen tiell gelesen und in k Arra ys se-

quen tiell gesc hrieb en. Die kp so en tstandenen Buc k ets w erden im zw eiten

Sc hritt zu insgesam t k zusammengefasst, indem alle p lok alen Buc k ets mit

dem gleic hen Index zu einem globalen v ereinigt w erden. Im dritten Sc hritt

wird innerhalb dieser k Buc k ets zufällig p erm utiert. Zum Sc hluss k önnen alle

Buc k ets wieder zu einer F olge zusammengesetzt w erden.

Analyse:

T(n; p) 2 O(
n
p

+ p)
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PE 0

PE 1

Abbildung 4.11: Beispiel für den random_shuffle MCSTL-Algorithm us
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5 Graphenalgorithmen

5.1 List Ranking

Den Anfang mac h t ein Problem, das an der Grenze zu den Graphenalgorith-

men steh t. Ziel ist es eine v erk ettete Liste in ein Arra y zu k on v ertieren. Eine

v erk ettete Liste k ann durc haus als sp ezieller Graph b etrac h tet w erden. Im

Zusammenhang mit parallelen Algorithmen ist das Problem auc h b esonders

in teressan t, da lange Pfade sic h sc hlec h t parallelisieren lassen. In Arra ys las-

sen sic h dagegen viele Probleme gut un ter den Prozessoren aufteilen, selbst

w enn die Reihenfolge der Elemen te eine wic h tige Rolle spielt. Um üb erhaupt

P arallelisierung zu ermöglic hen wird hier das Problem in einer F orm ange-

nommen, in der zw ar b ereits üb er einen Index auf alle Elemen te zugegri�en

w erden k ann, dieser Index ab er nic h ts üb er die Reihenfolge in der Liste aus-

sagt.

Problem b esc hreibung: Gegeb en ist eine Liste L mit n Elemen ten. Die

F unktion S(j ) liefert den Index des Nac hfolgers gemäÿ der Listenordn ung

für das Elemen t mit Index j . Die F unktion P(j ) liefert analog dazu den

V orgängerindex für das Elemen t mit Index j . Für das erste Elemen t h in der

Liste ist P(h) := h , für das letzte Elemen t t gilt S(t) := t . Zu b estimmen

ist R(j ) := min f k : Sk(j ) = tg für jedes Elemen t j . Es wird also eine

Rangfunktion gesuc h t, die für jedes Elemen t den Abstand v om Listenende

zurüc kgibt. Ein Arra y A [0::n � 1] erhält man mit dieser F unktion ganz leic h t,

indem man die Zuordn ung A [n � 1 � R(j )] := L [j ] für jedes j an w endet.
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5.1.1 P oin ter Chasing

Algorithm us 5.1: P oin ter Chasing

j : = t ;

f o r ( k : = 0 ; k < n � 1 ; k + + ) {

R(j ) : = k ;

j : = P(j ) ;

}

Erläuterungen: Die sequen tielle Lösung für das Problem b edarf k aum

einer Erklärung. Ist das letzte Elemen t der Liste t gefunden, so folgt man n ur

no c h den V orgängereferenzen und n ummeriert die Elemen te dab ei durc h. Ist

die suc he nac h dem Listenende nötig, so lässt sie sic h leic h t parallelisieren.

Das T ra v ersieren der Liste dagegen bietet k eine natürlic hen Angri�spunkte

für P arallelisierung.

Analyse:

T(n) 2 O(n)

W(n) 2 �( n)

5.1.2 Doubling mit PRAM

Ein wic h tiger Ansatz lineare Strukturen parallel zu un tersuc hen nenn t sic h

Doubling. Dab ei pro�tiert man in jedem Sc hritt v on den Abkürzungen, die

andere Prozessoren �nden, um logarithmisc he Zeit zu erreic hen:
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Algorithm us 5.2: Doubling

Q(i ) : = S(i ) ;

i f ( S(i ) = i ) {

R(i ) : = 0 ;

} e l s e {

R(i ) : = 1 ;

}
w h i l e ( S(Q(i )) 6= Q(i ) ) {

R(i ) : = R(i ) + R(Q(i )) ;

Q(i ) : = Q(Q(i )) ;

}

Erläuterungen: Dieser Algorithm us ist auf eine CREW PRAM mit

p = n Prozessoren ausgelegt. Der Prozessor mit dem Index i b estimm t dab ei

den Rang R(i ) für ein Listenelemen t. Das V erfahren, das dafür b en utzt wird,

wird Doubling genann t. In jedem Sc hritt wird durc h jeden Prozessor in ein

eigenes Q(i ) eine Abkürzung gesp eic hert. R(i ) en thält die Länge des Pfades,

der üb er diese Abkürzung üb ersprungen wird. Zu Beginn wird der direkte

Nac hfolger dort gesp eic hert und en tsprec hend ist R(i ) für diesen F all 1, w enn

das Elemen t nic h t am Ende der Liste liegt. In jedem Sc hritt wird der Pfad, der

durc h Q(i ) üb ersprungen wird, v erlängert. Dazu wird b eim neuen Pfad das

Elemen t mit dem Index Q(i ) üb ersprungen. Stattdessen wird die Abkürzung

direkt auf Q(Q(i )) umgeleitet. Die Länge des üb ersprungenen Pfades setzt

sic h aus der Länge des Pfades bis Q(i ) und der Länge R(Q(i )) v on dort aus

bis Q(Q(i )) zusammen. W enn Q(Q(i )) nic h t auf das letzte Elemen t der Liste

zeigt, dann v erdopp elt sic h so der Pfad, der durc h Q(i ) üb ersprungen wird,

sonst steh t in R(i ) ansc hlieÿend das Ergebnis. Insb esondere sind für das erste

Elemen t in der Liste �(log p) Sc hritte nötig, bis in R(i ) das Ergebnis steh t.

Analyse:

T(n; n) 2 �(log n)

W(n; n) 2 �( n logn)

5.1. LIST RANKING 104

1 2 3 4 5 6 7 80 3 4 6 2 0 1 5 7 8i

1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0

2 2 2 2 2 2 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2 1 0

4 3 4 4 4 2 4 1 0 4 4 4 4 4 3 2 1 0

4 3 5 8 7 2 6 1 0 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Abbildung 5.1: Doubling mit PRAM; links als Arra y dargestellt, rec h ts die

Ein träge in Listenreihenfolge
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5.1.3 P aralleles List Ranking durc h En tfernen unabhän-

giger T eilmengen

Algorithm us 5.3: List Ranking b y Indep enden t Set Remo v al

i n d e p e n d e n t S e t L i s t R a n k i n g ( n , S , R ) {

i f ( p > n ) {

d o u b l i n g ( n , S , R ) ;

r e t u r n ;

}

I :� f 0::n � 1g; j 2 I ) S(j ) 62I ;

f : f 0::n � 1g nI ! f 0::n � 1 � j I jg b i j e c t i v e ;

/ / r e m o v e i n d e p e n d e n t s e t :

p a r a l l e l _ f o r e a c h ( i 62I ) {

i f ( S(i ) 2 I ) {

S0(f (i )) : = S(S(i )) ;

R0(f (i )) : = R(i ) + R(S(i )) ;

} e l s e {

S0(f (i )) : = S(i ) ;

R0(f (i )) : = R(i ) ;

}

i n d e p e n d e n t S e t L i s t R a n k i n g ( n � j I j , S0

, R0

) ;

p a r a l l e l _ f o r e a c h ( i 62I ) {

R(i ) : = R0(f (i )) ;

}

p a r a l l e l _ f o r e a c h ( i 2 I ) {

R(i ) : = R(i ) + R0(f (S(i ))) ;

}

}

Erläuterungen: Man k önn te Doubling auf allgemeine p üb ertragen,

indem jeder Prozessor

n
p Elemen te üb ernimm t. Dadurc h erhält man eine

Laufzeit v on O( n
p logn) . Es liefert ab er eine V erb esserung nic h t das gesam-

te Doublingv erfahren für jedes Elemen t durc hzuführen. Es wird stattdessen

zunäc hst in jedem Sc hritt eine T eilmenge I en tfern t, w ob ei für k ein Elemen t

j v on I der Nac hfolger S(j ) auc h in I liegen darf. Ein solc hes I wird als un-

abhängige T eilmenge (Indep enden t Set) b ezeic hnet. Insb esondere liegt das

letzte Elemen t nic h t in I , da es sein eigener Nac hfolger ist. Die Eigensc haft,

dass k eine b enac h barten Elemen te in I liegen, sic hert zu, dass zunäc hst für

jedes Elemen t, dessen Nac hfolger o der V orgänger in I liegt, in einem Sc hritt

eine �Abkürzung� gelegt w erden k ann, die das Elemen t in I üb erspringt. Wie

b ei Doubling m uss sic h wieder die Anzahl der so üb ersprungenen Elemen te
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als Pfadlänge gemerkt w erden. Auc h hier addieren sic h b eim Üb erspringen

die Längen der zusammengefassten Pfade auf. Rekursiv es En tfernen unab-

hängiger T eilmengen liefert irgendw ann eine Restmenge, die no c h p o der

w eniger Elemen te en thält. Für diese Elemen te k ann wie gew ohn t Doubling

v erw endet w erden, um die �nalen Ränge der Elemen te zu b estimmen, da die

Längen der Pfade, die üb er als unabhängige T eimengen en tfern te Elemen te

v erlaufen, b ereits b ek ann t sind. Die unabhängigen T eilmengen k önnen dann

in umgek ehrter Reihenfolge wieder hinzugenommen w erden. Für jedes Ele-

men t einer unabhängigen T eilmenge k ann � wieder dank der Eigensc haft,

dass der Nac hfolger für ein Elemen t nic h t en thalten ist � in einem Sc hritt

aus dem b ek ann ten �nalen Rang des Nac hfolgers eb enfalls der �nale Rang

b estimm t w erden. Sobald also auf diese W eise alle unabhängigen T eilmengen

wieder in tegriert wurden, ist der Rang für jedes Elemen t b ek ann t. Es fällt

auf, dass man sic h hier gegen üb er der naiv en P arallelisierung des Doubling

gespart hat diese Elemen te in jedem Sc hritt zu aktualiseren.

Für die Analyse ist wic h tig, wie eine unabhängige T eilmenge b estimm t

wird und wie gut sic h die ursprünglic he Liste dadurc h v erkleinern lässt. Bei-

des soll jetzt präzisiert w erden. Das Problem eine unabhängige T eilmenge der

Gröÿe

n
2 zu b estimmen lässt sic h sc hlec h t parallelisieren. Zu gunsten der Lauf-

zeit wird daher k eine optimale Lösung v erlangt und dann hilft wieder einmal

Randomisierung w eiter. Jeder Prozessor ist für

n
p Elemen te v eran t w ortlic h.

Er w ählt für jedes da v on zunäc hst zufällig 1 o der 0. Die Elemen te, b ei denen

eine 1 gew ählt wurde, sind Kandidaten für I . Jetzt geh t jeder Prozessor seine

Elemen te no c h einmal durc h und setzt das Kandidaten bit b ei allen Elemen-

ten j auf 0, deren Nac hfolger S(j ) auc h eine 1 zugewiesen wurde. V on allen

Ketten aus Elemen ten mit Kandidaten bit 1 darf also n ur das letzte seines

b ehalten. Nac h dieser Bereinigung erhält man ein I , das den Anforderungen

en tspric h t. Da die Bits zufällig gesetzt wurden, ist v or der Bereinigung je-

de der vier möglic hen K om binationen v on eigenem und Nac hfolgerbit gleic h

w ahrsc heinlic h. Das ergibt eine W ahrsc heinlic hk eit v on

1
4 dass ein Elemen t

zu I hinzugenommen wird. Es ist also jI j � n
4 zu erw arten. T atsäc hlic h k ann

I sehr klein w erden, durc h wiederholtes Ausführen des V erfahrens k ann ab er

ein jI j > n
5 garan tiert w erden. Eine Ausführung b enötigt O( n

p ) Zeit, in der

jeder Prozessor einen gleic hen T eil der Elemen te zw eimal durc hgeh t. Da nac h

k onstan t vielen V ersuc hen jI j > n
5 zu erw arten ist, bleibt es b ei einer erw ar-

teten Laufzeit v on O( n
p ) für die Bestimm ung einer unabhängigen T eilmenge

I .

Die Laufzeit für einen Rekursionssc hritt wird durc h T erme in O( n
p ) und

in O(logp) b estimm t. Bei der letzten Rekursion mit bis zu p Elemen ten

fällt O(logp) Zeit für Doubling an. Bei den v orhergehenden Rekursionen mit
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mehr Elemen ten m uss zunäc hst I mit O( n
p ) Zeitb edarf b estimm t w erden. Die

Elemen te, die nic h t zu I gehören m üssen einen neuen Index erhalten, damit es

k eine Lüc k en gibt. Diese Aufgab e wird v on einer Prä�xsumme erfüllt, w enn

die W erte, die durc h sie aufsummiert w erden sollen, b ei allen Elemen ten aus

I 0 sind und 1 für alle, die nic h t in I liegen. Das b enötigt wieder O( n
p ) Zeit

für lok ale Op erationen auf einzelnen Elemen ten und O(logp) für Austausc h

zwisc hen den Absc hnitten. Alle w eiteren Op erationen in einem Sc hritt hab en

wieder einen Aufw and v on O( n
p ) , da auc h hier alle Elemen te aktualisiert

w erden m üssen und die Prozessoren diese Arb eit gleic hmäÿig un tereinander

aufteilen k önnen. Bei mehr als p Elemen ten in einem Rekursionssc hritt wird

der Algorithm us mit

4
5n Elemen ten rekursiv aufgerufen. Insgesam t ergibt sic h

damit folgende Rekurrenzgleic h ung:

T(n; p) 2 O(
n
p

+ log p) + T(
4
5

n; p)

Die Rekursionstiefe liegt in O(log n
p ) , also gilt:

T(n; p) 2 O(

log n
pX

k=0

(
n( 4

5)k

p
+ log p))

= O(
n
p

log n
pX

k=0

(
4
5

)k

| {z }
�

1P

k =0
( 4

5 )k = 1
1� 4

5

+ log
n
p

logp)

= O(
n
p

+ log
n
p

logp)

Bei p = n
log n log log n ergibt sic h ein b esonders elegan ter F all. Dann gilt

nämlic h:

T(n; p) = T(n;
n

logn log logn
)

2 O(n
logn log logn

n
+ log( n

logn log logn
n

) log
n

logn log logn
)

= O(logn log logn + log(log n log logn) log
n

logn log logn
)

= O(logn log logn + (log log n + log log logn)
| {z }

2 O(log log n)

log
n

logn log logn| {z }
2 O(log n)

)

= O(logn log logn)
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1 2 3 4 5 6 7 80 3 4 6 2 0 1 5 7 8i

1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0

2 1 1 2 1 2 1 1 0

2 1 3 2 1 3 1 1 0

8 1 6 2 1 3 1 1 0

8 1 6 5 1 3 1 1 0

8 7 6 5 4 3 2 1 0

1 2 2 2 1 1 1 1 0

1 3 2 2 1 1 3 1 0

1 3 2 8 1 1 6 1 0

1 3 5 8 1 1 6 1 0

4 3 5 8 7 2 6 1 0

Abbildung 5.2: P aralleles List Ranking durc h En tfernen unabhängiger T eil-

mengen; links als Arra y dargestellt, rec h ts die Ein träge in Listenreihenfolge

Bei der Arb eit ergibt sic h durc h die Nutzung dieses Algorithm us und v on

n
log n log log n Prozessoren sogar eine V erb esserung gegen üb er dem PRAM-Doubling

mit n Prozessoren:

W(n; p) = W(n;
n

logn log logn
)

=
n

logn log logn
T(n;

n
logn log logn

)

2
n

logn log logn
O(logn log logn)

= O(n)

Analyse:

T(n; p) 2 O(
n
p

+ log
n
p

logp)

T(n;
n

logn log logn
) 2 O(logn log logn)

W(n;
n

logn log logn
) 2 O(n)
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5.2 Minim um Spanning T ree
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Ein Graph mit seinem MST

Das Problem des Minimalen Spannenden

Baums (MST) ist w eit v erbreitet, als ein ein-

fac hes, nic h t triviales Graphenproblem. Des-

halb wird es hier stellv ertretend für alle Gra-

phenprobleme b ehandelt.

Beim MST-Problem ist ein zusammenhän-

gender ungeric h teter Graph G = ( V; E)

durc h seine Knoten V und Kan ten E �
V � V gegeb en. Jede Kan te e 2 E hat

ein Gewic h t c(e) 2 R+ . Die Knotenanzahl jV j wird mit n b ezeic hnet und

Kan tenanzahl jE j mit m . Gesuc h t ist ein zusammenhängender Subgraph

G0 = ( V; E0) mit E 0 � E , der alle Knoten b einhaltet und das minimale

Gewic h t

P

e2 E 0
c(e) hat.

Die meisten Algorithmen arb eiten mit folgenden b eiden Eigensc haften um

festzustellen, dass eine Kan te auf jeden F all in der Lösung sein k ann, bzw.

auf k einem F all in der Lösung sein m uss.

5.2.0.1 Cut Prop ert y
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1

Für einen b eliebigen Sc hnitt S � V w erden die gesc hnittenen

Kan ten ff u; vg 2 E : u 2 S; v 2 V r Sg b etrac h tet. Eine der

leic h testen dieser Kan ten m uss in jedem MST v ork ommen.

5.2.0.2 Cycle Prop ert y
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Bei einem b eliebigen Kreis v0; v1; :::; vx� 1; vx = v0 k ann man

eine der sc h w ersten Kan ten f vj ; vj +1 g aus dem Ursprungsgrad

lösc hen, ohne dass das Gewic h t der Lösung erhöh t wird.

5.2.1 Der Jarník-Prim Algorithm us

Der Algorithm us wurde 1930 v om tsc hec hisc hen Mathematik er V o jt¥c h Jarník

b esc hrieb en. Er b ek am in der Informatik jedo c h erst Aufmerksamk eit als er

v om amerik anisc hen Informatik er Rob ert Prim 1957 neu v erö�en tlic h t wurde.

Deshalb wird er hier Jarník-Prim Algorithm us genann t.
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Algorithm us 5.4: Jarník-Prim Algorithm us

T = ;
S = f sg f ü r e i n e n b e l i e b i g e n K n o t e n s 2 V

w h i l e ( S 6= V ) {

f u; vg = min ff u; vg : u 2 S; v 2 V r Sg
S = S [ f vg
T = T [ f u; vg

}
r e t u r n T

1

2

3

4

3

68

1

4
7

5

2

5

6

1.

5.
2.

4.3.

Erläuterungen: Die zu S adjazen ten Kno-

ten w erden in einer adressierbaren Priori-

tätsliste gehalten. Ihre Priorität ist die leic h-

teste Kan te v on S zu dem Knoten. Dadurc h

k ann man die leic h teste Kan te durc h eine

Prioritätslistenop eration �nden. Beim Er-

w eitern v on S m uss jedo c h jede Kan te v om

neuen Knoten b etrac h tet w erden. F alls die

Kan te leic h ter ist als die Kan ten, die bisher

zu dem Zielknoten führen, dann m uss die Prioritätsliste aktualisiert w erden.

Jede Kan te die zu einem Knoten führt, der no c h nic h t in der Prioritätsliste

w ar, m uss hinzugefügt w erden.

Dieser Algorithm us arb eitet auf o�ensic h tlic he W eise mit Hilfe der Cut Pro-

p ert y . Die Sc hleife wird für jeden Knoten einmal durc hlaufen. Abgesehen v on

den Prioritätslistenop erationen wird jede Kan te dab ei genau 2 mal b etrac h tet

(nämlic h w enn die Sc hleife für die b eiden Endknoten durc hlaufen wird). Da-

mit hat man einen Aufw and v on O(m+ n) auÿerhalb der Prioritätsliste. Hinzu

k omm t b ei jedem Sc hleifendurc hlauf ein deleteMin ( O(logn) ) und maximal

für jede Kan te ein decreaseKey (amortisiert O(1) ). Insgesamm t hat der Al-

gorithm us v on Jarník-Prim also eine Laufzeit v on O(m + n logn) w enn man

Fib onacci Heaps v erw endet. Groÿe T eile dieses Algorithm us k önnen nic h t

parallelisiert w erden. Man k ann ab er z.B. log(n) Prozessoren v erw enden um

die Prioritätslistenzugri�e zu parallelisieren.
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5.2.2 Krusk al's Algorithm us

Algorithm us 5.5: Krusk al's Algorithm us

T = ;

s o r t ( E )

f o r ( f u; vg 2 E i n a u f s t e i g e n d e r R e i h e n f o l g e ) {

i f ( u u n d v s i n d i n v e r s c h i e d e n e n T e i l b ä u m e n ) {

T = T [ f u; vg

}

}
r e t u r n T

Erläuterungen: Die T eilbäume w erden mit Hilfe einer UNION-FIND-

Datenstruktur gesp eic hert. Dadurc h hat die Üb erprüfung ob u und v im

selb en T eilbaum sind einen amortisierten Aufw and v on O(� (m; n)) w ob ei

� die Umk ehrung der A c k ermannfunktion ist. Details k önnen im Algorithm

Engineering Skript nac hgesc hlagen w erden. Krusk al's Algorithm us hat einen

Aufw and v on O(sort(m) + n� (n)) . Auc h dieser Algorithm us hat T eile die se-

quenziell ausgeführt w erden m üssen. Das Sortieren k ann jedo c h parallelisiert

w erden.
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4

5(3.)

8(6.)10(8.)

1(1.)

6(4.)

9(7.)

7(5.)

3(2.)

5

6

Gewicht

Cycle P.

1 3 5 6 7 8 9 10

j jj j j n nn

Schritt 1 2 3 4 5 6 7 8

Krusk als Algorithm us

5.2.3 Bor·vk a's Algorithm us
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Der Algorithm us v on Bor·vk a basiert auf Kan ten-

k on traktion. Für eine Kan tenk on traktion in dem

Graphen (V; E) w ählt man eine b eliebige Kan-

te f u; vg 2 E . Üb er diese Kan te wird k on tra-

hiert, indem v en tfern t wird und jede Kan te, die
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zu v geführt hat, ansc hlieÿend zu u führt. Die Kan tengewic h te w er-

den dab ei b eib ehalten und falls man nic h t n ur das Gewic h t des MST,

sondern auc h die Kan ten des MST ausgeb en will, dann m uss gesp ei-

c hert w erden, zwisc hen w elc hen Knoten die Kan te ursprünglic h v erlief.

Algorithm us 5.6: Bor·vk a's Algorithm us

T := ;

w h i l e ( jV j > 0 ) d o

S := ;

f o r v 2 V d o

S := S [ min ff u; vg 2 Eg

f o r f u; vg 2 S

k o n t r a h i e r e ü b e r f u; vg
T = T [ S

r e t u r n T

Erläuterungen: Durc h das K on trahieren k ann es passieren, dass 2 Knoten

mehrere Kan ten zwisc hen sic h hab en. Die in tuitiv e Lösung zum En tfernen ei-

ner dieser Kan ten k ann nic h t in O(m) Zeit durc hgeführt w erden. W enn man

alle K on traktionen, die gemeinsame Knoten hab en, gleic hzeitig ausführt ist

das jedo c h möglic h. Jede Iteration brauc h t O(m) Zeit und halbiert die Kno-

tenanzahl. Da abgebro c hen wird, sobald man n ur no c h einen Knoten hat,

gibt es maximal log(n) Iterationen. Die gesamm te Laufzeit liegt daher in

O(m � log(n))
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5.2.4 P aralleler Bor·vk a

Das Ziel b eim P arallelisieren dieses Algorithm us ist es das Problem b ei glei-

c her Arb eit in p olylogarithmisc her Zeit zu lösen. D.h. für k onstan tes bzw.

geeignet w ac hsende p gilt: T(m; n; p) � p 2 O(m � log(n)) und 9c : T(m; n; p) 2
O(logc(m)) . Der Algorithm us wird folgendermaÿen aussehen:
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Algorithm us 5.7: P aralleler Bor·vk a Algorithm us

1 w h i l e ( jV j > 1 ) {

2 f i n d e d i e l e i c h t e s t e n a n g r e n z e n d e n K a n t e n / / O( m
p + log( n) + log( p))

3 o r d n e j e d e m K n o t e n s e i n e n S u b g r a p h e n z u / / O( n
p + log( n))

4 k o n t r a h i e r e d i e S u b g r a p h e n / / O( m
p + log(n))

5 }

Der MST ist die V ereinigung aller Kan ten, die in Zeile 2 gefunden wurden.

Diese P arallelisierung b en utzt die A djazenz-Arra y-Darstellung des Graphen.

Bei der A djazenz-Arra y-Darstellung gibt es ein Arra y � für die Knoten der

Länge n+1 und ein Arra y � der Kan ten der Länge 2m. Das Kan tenarra y

sp eic hert den Zielort der Kan te zusammen mit den K osten. Die Kan ten v on

V[i] bis V[i+1] sind adjazen t zu Knoten i.
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€
c

0 2 4 6 8

2 3 1 4 1 4 2 3
8 3 8 1 3 6 1 6

0 n

0 2m+1

Beispiel für A djazenz-Arra y-Darstellung

In dieser Darstellung k önnen die Knoten und Kan ten als In teger repräsen tiert

w erden. Dann gilt V = f 0::n � 1g und E = f 0::2m � 1g. Eine Kan te e geh t

v on v nac h w genau dann w enn �[ v] � e < �[ v + 1] und �[ e] = w Jetzt ein

genauerer Blic k auf jeden Sc hritt

5.2.4.1 leic h teste angrenzende Kan te �nden
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Die Kan ten w erden gleic hmäÿig aufgeteilt,

so dass jeder die Kan ten v on i � 2m
p bis

(i + 1) � 2m
p � 1 des Kan tenarra ys erhält.

Jeder Prozessor m uss no c h wissen zu w el-

c hen Knoten die v on ihm zu b earb eitenden

Kan ten gehören. Das k ann in O(log(n)) Zeit

durc h p Binärsuc hen o der in O( n
p + p) durc h

lineares Suc hen gemac h t w erden. Der addi-
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tiv e T erm + p k omm t dab ei durc h das Senden der Ergebnisse an die en t-

sprec henden Knoten. Die Binärsuc he liegt zw ar in einer b esseren O Klas-

se, k ann ab er langsamer sein, da jeder Prozessor auf den gesamm ten Da-

ten b ereic h zugreift. Dadurc h k ann es zu V erzögerungen durc h den Cac he

auf einem Shared-Memory-Mo dell, bzw. vielen K omm unik ationen auf einem

Distributed-Memory-Mo dell k ommen. Zu den so b estimm ten Knoten b erec h-

net jeder Prozessor in O( m
p ) dann die leic h teste adjazen te Kan te aus seiner

Knotenmenge.

v = f i n d ( i � 2m
p , � ) ;

f o r ( e = i � 2m
p ; e < (i + 1) � 2m

p � 1 ; e + + ) {

i f ( � [ v + 1 ] = = e ) v + + ;

i f ( c [ e ] < c [ p r e d [ v ] ] ) p r e d [ v ] = e ;

}

Dieser Co de sieh t zw ar einfac h aus, v erstec kt jedo c h ein Problem. Einige

Knoten w erden v on mehreren Prozessoren b earb eitet. Deshalb brauc h t man

en t w eder rec h t viel K omm unik ation w ährend der Berec hn ungen, o der jeder

Rec hner hat ein eigenes prev-Arra y , das hin terher durc h Reduktion mit de-

nen der anderen Prozessoren v ersc hmolzen wird. Hier wird der zw eite F all

b etrac h tet, da er einfac her zu programmieren und analysieren ist. Da jeder

Prozessor maximal an 2 solc hen Reduktionen teilnimm t und eine Redukti-

on log(p) Zeit brauc h t, brauc h t dieser Sc hritt O(log(p)) Zeit. Insgesamm t

brauc h t dieser Sc hritt O( m
p + log( n) + log( p)) Zeit.

5.2.4.2 Zuordn ung der Knoten zu Subraphen

Im F olgenden wird der Graph b etrac h tet, der aussc hlieÿlic h die Kan ten en t-

hält, die v orher die leic h testen Kan ten an einem Knoten im Ursprungsgraph

w aren. Also die Kan ten die im v orherigen Sc hritt b estimm t wurden. Diese

Kan ten sind geric h tet und zeigen v on dem Ort, an dem sie die leic h teste

Kan te sind, w eg. Der daraus en tstehende Graph zerfällt in mehrere sc h w a-

c he Zusammenhangsk omp onen ten. Ziel dieses Sc hrittes ist es jedem Knoten

seine Zusammenhangsk omp on te zuzuordnen. Dab ei w erden die Zusammen-

hangsk omp on ten durc h einen b eliebigen Knoten in ihnen repräsen tiert. Da

v on jedem Knoten eine Kan te ausgeh t, ist jede Zusammenhangsk omp onen te

ein Pseudotree, d. h. ein Baum mit einer zusätzlic hen Kan te. Diese extra

Kan te ist en tlang der leic h testen Kan te des Subgraphen und wird mit Hilfe

folgenden Co des zu einer Sc hlaufe.
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f o r A l l ( v \ i n V ) d o p a r a l l e l

{

w = p r e d [ v ]

i f ( ( p r e d [ w ] = = v ) & & ( v < w ) ) p r e d [ v ] = v

}

Jetzt b esteh t eine Zusammenhangsk omp onen te aus einem Baum dessen W ur-

zel auf sic h selbst zeigt. Diese W urzel w ählen wir als Represen tan ten der

Zusammenhangsk omp onen te. Durc h Doubling k ann jedem Knoten sein Re-

presen tan t zugeordnet w erden.

w h i l e 9v 2 V : p r e d [ v ] 6= p r e d [ p r e d [ v ] ]

f o r a l l v 2 V : p r e d [ v ] = p r e d [ p r e d [ v ] ]

Dieser T eil brauc h t O( n
p log(n)) Zeit. W enn man jedo c h ähnlic he Ideen wie

b ei List Ranking an w endet k ann man das auc h in O( n
p +log( n)) durc hführen.

Jeder Graph hat jetzt Sternenform.

5.2.4.3 K on trahieren der Subgraphen

In diesem Sc hritt wird jeder Subgraph zu einem Knoten zusammenk on tra-

hiert.
k = A n z a h l a n S u b g r a p h e n .

V ' = \ { 0 . . k � 1 \ }

f i n d e e i n e b i j e k t i v e A b b i l d u n g f : S t e r n w u r z e l ! 0 . . k � 1

E 0 = f (f (pred[v]); f (pred[w]); c; eo ld) : (v; w) 2 E ^ pred[v] 6= pred[w]g

Die bijektiv e Abbildung k ann mit Hilfe einer Pre�xsumme in O( n
p + log( p))

b estimm t w erden. Neb en einer neuen Knoten und Kan tenmenge m uss auc h

� und � der A djazenzarra ydarstellung neu b estimm t w erden. Das k ann ge-

mac h t w erden indem man In tegersort auf E 0

an w endet. Das brauc h t O( m
p +

log(p)) Zeit. [ 8 , Ra jasek aran and Reif 1989].
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5.2.4.4 Analyse

Eine Iteration brauc h t O( m
p + log( n)) Zeit und wie b eim sequen tiellen Algo-

rithm us gibt es log(n) Iterationen. Die Laufzeit ist daher in O(log(n)( m
p +

log(n))) Zeit. Für m 2 
( p log2(p)) gilt daher Erel (m; n; p) = log(n)( m+log( n))
p�log(n)( m

p +log( n)) =
m+log( n)

m+ p log(n) 2 �(1) . Es ist also relativ E�zien t. Und falls sogar m 2 O(n) , dann:

E(m; n; p) = n log(n)+ m
p�log(n)( m

p +log( n)) = n log(n)+ m
m log(n)+ p log2 (n)

2 �(1) und es ist dann auc h

absolut E�zien t.
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6 Lastv erteilung

Mit der P arallelisierung en tsteh t ein neues, t ypisc hes Problem. Die Laufzeit

eines Algorithm us ric h tet sic h stets nac h dem letzten Prozessor, der die Aus-

führung seiner Aufgab en b eendet. Kann man Aufgab en also in parallelisier-

bare T eile zerlegen, so mö c h te man erreic hen, dass k ein Prozessor b esonders

viel Arb eit b ek omm t und damit die Laufzeit in die Höhe treibt. Dieses Pro-

blem wird hier auf eine Menge v on n T eilaufgab en (�Jobs�) v erallgemeinert,

die un ter den Prozessoren aufzuteilen sind. Der Aufteilung w erden K osten

zugeordnet die sic h aus K osten für die Aufteilung und dem Aufw and der je-

w eiligen Jobs b estimmen lassen. Ziel ist es diese K osten zu minimieren. Die

V erw endung eines allgemeinen K osten b egri�s ist dadurc h motiviert, dass un-

tersc hiedlic he F aktoren angefangen b ei Laufzeit, bis hin zum Strom v erbrauc h

zu optimieren sein k önnen. Im F olgenden steh t ab er die Laufzeit im V order-

grund.

Das Problem der Lasten v erteilung ist in mehr o der w eniger gut erk enn ba-

rer F orm b ereits b ei einigen der bisher b etrac h teten Algorithmen aufgetreten.

So stellte sic h b ei Sample Sort die F rage, ob zwisc hen zw ei Piv otelemen ten

ungefähr gleic h viele Elemen te liegen würden. Um einzusehen, dass das ein

Problem der Lasten v erteilung ist, soll wieder aufgefrisc h t w erden, w orum es

b ei Sample Sort geh t. Sample Sort geh t das Problem eine Menge zu sortieren

an, indem es die Eingab e durc h Piv otelemen te in T eilfolgen aufspaltet. Eine

T eilfolge zu sortieren k ann dann als �Job� b etrac h tet w erden. Es ist also auc h

ein Lastv erteilungsproblem, b ei dem eine groÿe Aufgab e in p Jobs aufzuteilen

ist, deren Gröÿe so w enig v ariieren soll, wie möglic h. Dieser F all, in dem man

b ei der Generierung der Jobs w enig Wissen darüb er hat, w as man b ek omm t,

ist ab er vielleic h t nic h t die erste V orstellung, die man v on einem Problem der

Lastv erteilung hat. Vielleic h t stellt man sic h un ter Lastv erteilung zuerst eher

et w as v or wie das, w as die parallelen Prioritätslisten als Lastv erteilungsalgo-

rithm us geleistet hab en. Sie hab en im Brac h-and-Bound-Beispiel eine Menge

v on Knoten v erw altet, die zu b earb eiten w aren. Jeder Knoten k ann auc h als

Job b etrac h tet w erden, da zu jedem (inneren) Knoten Arb eit für Expansion
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gehört. Bei Branc h-and-Bound wurde also ein Lastv erteilungsproblem b e-

trac h tet, b ei dem aus einem P o ol v on Jobs jeder Prozessor in einem Sc hritt

immer einen b ek omm t und im Laufe der Abarb eitung immer wieder neue

Jobs en tstehen.

Man sieh t also, dass zunäc hst genauere Eigensc haften festgelegt w erden

m üssen. Das b eginn t b ereits b ei der F rage, w elc he Eigensc haften die Jobs

hab en. Wie genau k enn t man den Aufw and für einen Job? Kann man ihn

w eiter in kleinere Jobs aufteilen, o der m uss er k omplett sequen tiell auf einem

Prozessor abgearb eitet w erden? No c h sc h wieriger wird es b ei der K osten-

b estimm ung. K osten setzen sic h aus mehreren K omp onen ten zusammen. Es

sollte zunäc hst nic h t v ernac hlässtigt w erden, wie sc h wierig die Bestimm ung

einer Zuordn ung ist. Auc h K omm unik ation, die nötig ist Jobs zu v erteilen,

sc hlägt sic h auf die Gesam tk osten nieder, genauso wie möglic he K osten zur

Um v erteilung v on Jobs im Laufe der Abarb eitung. Letztlic h k omm t natürlic h

auc h die maximale Last auf einem Prozessor hinzu, die sic h aus den K osten

einzelner Jobs b estimmen lässt. Hier k ann es sein, dass K osten nic h t n ur v on

einem Job, sondern auc h v on dem Prozessor abhängen. W enn als K osten die

Laufzeit b etrac h tet wird und die Prozessoren un tersc hiedlic h sc hnell sind, so

ist die Abhängigk eit v om Prozessor o�ensic h tlic h. Das ist b eispielsw eise in

inhomogenen Clustern der F all. Motiviert durc h diese Situation k ann man so-

gar den F all b etrac h ten, dass die K osten n ur gesc hätzt w erden k önnen, ab er

sc h w ank en k önnen sobald das analysierte Programm n ur eines v on mehreren

ist, die auf den einzelnen Prozessoren ausgeführt w erden. Es b estehen viel-

leic h t sogar Abhängigk eiten zwisc hen Jobs so dass die K osten v on einem Job

v om F ortsc hritt b ei einem anderen abhängen.

Die Betrac h tungen im F olgenden b esc hränk en sic h auf den F all dass K os-

ten für einen Job stets unabhängig v om ausführenden Prozessor sind.

Bei den anderen Eigensc haften des Lastv erteilungsproblems w erden v ersc hie-

dene in teressan te K om binationen b etrac h tet für die t ypisc he Lösungsansätze

exisiteren. Ob sic h Jobs aufspalten lassen und wie genau die K osten b ek ann t

sind wird im Einzelfall de�niert. Häu�g k ann man es sic h ab er so v orstellen,

dass die Jobs aus einer b ek ann ten Anzahl atomarer Aufgab en b estehen, de-

ren K osten nic h t genau b ek ann t sind. Abhängigk eiten zwisc hen Jobs w erden

in den Beispielen hier erst zum Sc hluss b erüc ksic h tigt.

6.1 Statisc he Lastv erteilung

Statisc he Ansätze für das Problem der Lasten v erteilug legen sic h b ereits zu

Beginn darauf fest, w elc her Prozessor w elc he Jobs erhält. Um v erteilung der
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Jobs ist dadurc h nic h t nötig, also b esc hränkt sic h der V erw altungsaufw and

auf die Bestimm ung einer Zuo dn ung und einmaliges V ersc hieb en für jeden

Job. Auf der anderen Seite lassen sic h b ei diesem Ansatz auc h F ehler b ei der

anfänglic hen V erteilung nic h t mehr k orrigieren. Besonders w enn die Jobgrö-

ÿen nic h t im V oraus b ek ann t sind, k ann so nic h t garan tiert w erden, dass alle

Prozessoren optimal ausgelastet sind.

6.1.1 Ein ganz einfac her F all

Den Anfang mac h t ein Lastv erteilungsproblem, das einfac h zu lösen und zu

parallelisieren ist, damit man einen Einstieg erhält. Es wird der F all b e-

trac h tet dass sic h die Jobs b eliebig un terteilen lassen und die Gröÿe l j für

jeden Job stets genau b ek ann t ist. In diesem F all reic h t ein eifac her Greedy-

Algorithm us, um das Problem zu lösen.

Algorithm us 6.1: Next Fit

/ / c a p a c i t y p e r P E :

C : =

nP

j =0

l j
p ;

/ / P E j o b s a r e a s s i g n e d t o c u r r e n t l y :

t : = 0 ;

/ / r e m a i n i n g c a p a c i t y o n P E t :

f : = C ;

/ / j o b t o a s s i g n n e x t :

j : = 0 ;

/ / s i z e f o r n o t a s s i g n e d p a r t o f j o b j :

l : = l0 ;

w h i l e ( j � n ) {

c : = min( f; l ) ;

a s s i g n a p i e c e o f s i z e c o f j o b j t o P E t ;

f : = f � c ;

l : = l � c ;

i f ( f = 0 ) {

t + + ;

f : = C ;

}

i f ( l = 0 ) {

j + + ;

l : = l j ;

}

}
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Erläuterungen: Zunäc hst wird in C gesp eic hert, wie viel Arb eit b ei

gleic hmäÿiger Aufteilung für einen Prozessor anfallen würde. Nun arb eitet

der Algorithm us genau so, wie man es v on einem Greedy-Algorithm us erw ar-

ten würde. Er nimm t sic h den ersten nic h t zugewiesenen Job und w eist ihn

dem ersten Prozessor zu, der no c h nic h t C Arb eit leisten m uss. Hat er nac h

der Zuordn ung des näc hsten Jobs mehr als C , so wird der neue Job geeignet

aufgeteilt, und den üb ersc h üssigen T eil erhält der näc hste Prozessor.

Next Fit liefert b ei aufspaltbaren Problemen und b ek ann ten Jobk osten

in linearer Zeit ein optimales Ergebnis. Es m uss jeder Job einmal b etrac h tet

w erden und nac h p Aufspaltungen sind sic her k eine mehr nötig, also liegt die

Zuordn ungsphase in O(n + p) . Ansc hlieÿend ist ab er jeder Prozessor n ur mit

einem An teil C an den Gesam tk osten b eteiligt, w as optimal ist.

Analyse:

T(n; p) 2 O(n + p) +

n� 1P

j =0
l j

p

Die Lineare Zeit für die Bestimm ung der Zuordn ung mö c h te man v er-

meiden und parallelisiert auc h die Zuordn ung der Jobs zu den Prozessoren.

Damit erhält man folgenden Algorithm us:

Algorithm us 6.2: P aralleles Next Fit

C : =

nP

j =0

l j
p ;

p a r a l l e l _ f o r ( j = 0 ; j < n ; j + + ) {

/ / u s e p r e f i x s u m :

p o s : =

jP

k=0
lk ;

/ / u s e s e g m e n t e d b r o a d c a s t :

a s s i g n j o b j t o P E s

�

p os

C

�
::

j

p os + l j
C

k

;

p i e c e s i z e a t P E (k : =

�

p os

C

�
) : (k + 1) C � p os ;

p i e c e s i z e a t P E (k : =

j

p os + l j
C

k
) : p os + l j + kC ;

}

Erläuterungen: Bei dieser P arallelisierung zeigt sic h, dass b ei b ek ann-

ter Jobgröÿe Prä�xsummen gut geeignet sind die Jobs gut zu v erteilen. Mit

ihnen k ann für jeden Job b estimm t w erden, wie viele K osten alle Jobs mit
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Abbildung 6.1: Next Fit

kleinrem Index zusammen b enötigen. Daraus lässt sic h dann leic h t ablesen,

wie viele Prozessoren b ereits gesättigt sind, ob das Aufsummieren der K os-

ten für diesen Job auc h den ausführenden Prozessor auslasten würde so dass

der Job aufgeteilt w erden m uss und auc h wie die Aufteilung dann aussehen

m üsste. Jeder Prozessor b erec hnet die Zuordn ung für n=p Jobs. Dazu erhält

er aus einer lok alen Summe üb er die K osten seiner n=p Jobs und einer Prä�x-

summe gen ug Information. Damit v erb essert sic h die Zeit für die Berec h ung

einer Zuordn ung auf O(logp) Zeit für die Prä�xsumme und das V erlegen der

Jobs, so wie O(n=p) für Berec hn ungen auf eigenen Elemen ten. Diese Absc hät-

zung ist leider et w as optimistisc h, da das V ersenden der Jobs mehr Aufw and

b edeuten k ann, als ihm zugestanden wird. Im Sc hlimmsten F all sind fast alle

Jobs klein und in der Eingab e direkt hin tereinander. Statt jedem Prozessor

einige kleine und einen T eil v on einem groÿen Job zu geb en, m üssen dann

alle kleinen Jobs auf einen Prozessor. Zw ar ist dann die Lastv erteilung immer

no c h gut, ab er der K omm unik ationsaufw and ist dann höher, als erforderlic h.

Analyse:

T(n; p) 2 O(
n
p

+ log p) +

n� 1P

j =0
l j

p

Der Algorithm us lässt sic h leic h t anpassen, um eine Lösung für ein Last-

v erteilungsproblem mit atomaren, also nic h t w eiter aufspaltbaren, Jobs zu

b ek ommen. Dazu v erzic h tet man n ur auf das Aufspalten der Jobs, die auf der

Grenze liegen. Man sieh t leic h t ein, dass die Lösung die man dann b ek omm t

einem Prozessor niemals Jobs mit einem Gesam taufw and v on C + max
0� j<n

l j

o der mehr zuordnet, da dafür ein mit K osten v on mindestens C ausgelasteter
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Prozessor einen w eiteren Job erhalten m üsste. Da C eine un tere Sc hrank e für

die optimale Lösung ist und max
0� j<n

l j � C gilt, ist das eine 2-Appro ximation.

Eine Bessere Appro ximation erhält man, indem man die Jobs zunäc hst

nac h Gröÿe sortiert und stets den gröÿten Job dem Prozessor mit der kleins-

ten Last zuordnet. So erhält man eine 4=3-Appro ximation, allerdings ist der

Algorithm us sequen tiell. Aus [ 1 ] stamm t ein Algorithm us, der eine 11=9-

Appro ximation liefert, ab er zu dem k eine P arallelisierung b ek ann t ist. Be-

sonders b ei kleinen max
0� j<n

l j ist der zusätzlic he Aufw and b ei der Berec hn ung

nic h t gerec h tfertigt, da so nic h t gen ug Zeit b ei der tatsäc hlic hen Ausführung

eingespart wird.

6.1.2 Statisc h und un wissend � Randomisierung

Nun wird auc h die zw eite hilfreic he V oaussetzung geändert, die Jobgröÿen

sollen n un auc h no c h un b ek ann t sein. Es sollen n un also atomare Jobs un b e-

k ann ter Gröÿe gleic h zu Beginn fest zugeordnet w erden. Es üb errasc h t nic h t,

dass es unmöglic h ist das Problem un ter diesen Bedingungen so zu lösen, dass

die Lastv erteilung immer optimal ist. Bev or man sic h ab er anderen Ansätzen

widmet, mö c h te man do c h no c h sehen, wie gut blind geratene Lösungen sein

k önnen.

Als motivierendes Beispiel für das b etrac h tete Problem wird hier ein b e-

k ann tes F raktal b en utzt. Die Mandelbrotmenge � die ihrer F orm auc h den

Namen �Apfelmännc hen� zu v erdank en hat � b esteh t aus allen c 2 C für die

die durc h z0 := 0 , zk+1 := z2
k + c de�nierte F olge b esc hränkt ist. Man k ann

sic h sic her sein, dass ein Punkt nic h t zur Mandelbrotmenge gehört, w enn

jzk j > 2 für ein k gilt. Leider k ann das erste k für das es gilt je nac h c b e-

liebig groÿ sein, so dass praktisc h ein kleiner F ehler hingenommen und ein

k

max

gew ählt wird, ab dem man einfac h annimm t dass der Punkt zur Menge

gehören würde. Natürlic h k ann das so immer no c h nic h t für alle Punkte aus

C gemac h t w erden. Für das Lastv erteilungsproblem soll n ur für n Punkte

b estimm t w erden, ob sie zur Mandelbrotmenge gehören o der nic h t, w as b ei-

spielsw eise für die Anzeige auf dem Bildsc hirm v ollk ommen ausreic h t. Das

ist sc hon desw egen ein in teressan tes Beispielproblem, w eil der Aufw and für

einen Job, also die Zeit für die Üb erprüfung eines einzelnen Punktes auc h

gleic hzeitig das Ergebnis der Berec hn ungen für diesen Punkt ist. Man k enn t

also den Aufw and nic h t, solange der Job no c h nic h t ausgeführt wurde.

Nun ab er zur eigen tlic hen V erteilung der Jobs. Es w erden hier drei Ideen

b etrac h tet, wie die Punkte üb er die Prozessoren v erteilt w erden k önn ten. Ei-
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ne Möglic hk eit w äre die Daten immer nac h n=p Elemen ten aufzuteilen und

immer einen solc hen Absc hnitt einem Prozessor zu üb erlassen. Sieh t man

sic h hier die Mandelbrotmenge an, so erhält jeder Prozessor einen Streifen

aus dem Gesam tbild. Hier zeigt sic h auc h die Sc h w äc he dieser V erteilung.

In den äuÿeren Bereic hen wird eine Iterationstiefe v on k

max

k aum erreic h t,

w ährend in den mittleren Streifen sehr viele Punkte zur Mandelbrotmenge

gehören. O�ensic h tlic h würde also eine solc he Streifen v erteilung dazu füh-

ren, dass Prozessoren, die Streifen aus der Mitte b ek ommen, erheblic h mehr

arb eiten m üssen.

Eine Zw eite Art die Jobs zu v erteilen w äre nac h dem Round Robin V er-

fahren. Der k -te Job wird also dem (k mod p) -ten Prozessor zugewiesen.

Bei der Bestimm ung der Mandelbrotmenge b ek omm t man so eine erheblic h

b essere Lastv erteilung, als mit streifen w eiser Zerlegung. Natürlic h k ann es

immer no c h Fälle geb en, in denen jeder p-te Job b esonders sc h wierig ist,

allgemein lässt sic h also nic h t b ew eisen, dass die V erteilung gut ist. Ab er

das ist nic h t das einzige Problem dieser V erteilung. W enn zu den Jobs Ele-

men te in einem Arra y gehören, so k ann die Bearb eitung b enac h tbarter Jobs

Sc hreibzugri� auf b enac h barte Ein träge im Arra y erfordern. Dadurc h k ann

es zu K on�ikten k ommen, b ei denen im sc hlimmsten F all alle Prozessoren

auf eine Cac he-Zeile zugreifen und sic h gegenseitig die Cac hes in v alidieren.

Die F olge ist hoher K omm unik ationsaufw and, ob w ohl die Sc hreibzugri�e al-

le unabhängig sind, ein P aradeb eispiel für F alse Sharing also. Das ist ab er

k ein Grund auf dieses V erfahren zu v erzic h ten, denn geeignete Um v erteilung

der Daten reic h t b ereits, um F alse Sharing zu v ermeiden. Denno c h wird b ei

Op enMP streifen w eise Zuordn ung v erw endet, da sie in vielen Fällen eine gute

Lastv erteilung liefert ohne Um v erteilung zu b enötigen.

Das letzte V erfahren b en utzt eine gängige Meh to de mit dem �Widersa-

c her� umzugehen, der immer den F all w ählt, mit dem der Algorithm us nic h t

zurec h tk omm t. Randomisierung sorgt für eine b ew eisbar gute Lastv erteilung.

Wieder einmal b eruft man sic h auf Cherno�-Sc hrank en und k ann dann zei-

gen, dass un ter der Bedingung dass

L :=
n� 1X

j =0

l j � 2(� + 1) pl

max

ln p
� 2

+ O(� 3)

gilt mit einer W ahrsc heinlic hk eit v on (1 � p� � ) die Last auf k einem Prozes-

sor (1 + � ) L
p üb ersteigt. Zufällige V erteilung funktioniert am b esten, w enn

L
l

max

sehr groÿ ist. Sie k ann dagegen sc hlec h t damit umgehen, w enn es einen

b esonders teuren Job gibt, der eigen tlic h einen eigenen Prozessor bräuc h te.

Statisc he Lastv erteilungsalgorithmen k önnen alle so einen groÿen Job nic h t
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Abbildung 6.2: Aufteilung der Elemen te Zeilen w eise, nac h dem Round Robin

V erfahren, so wie zufällige V erteilung
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Antworten Teilprobleme

Abbildung 6.3: Master-W ork er-Sc hema

v on anderen un tersc heiden.

6.2 Master-W ork er

Nac hdem man n un eine V orstellung da v on b ek ommen hat, wie w eit man

mit statisc her Lastv erteilung k omm t, ist hier ein dynamisc her Ansatz. Beim

Master-W ork er-Sc hema v erteilt ein Prozessor die Arb eit un ter allen anderen

und ist damit auc h für die Lastv erteilung v eran t w ortlic h. Er w eiÿ zu jedem

Zeitpunkt w elc he Prozessoren no c h b esc häftigt sind und m uss en tsc heiden,

w elc her Prozessor w elc hen T eil der v erblieb enen Arb eit b ek omm t. Das Sc he-

ma bietet sic h b esonders in Situationen an, in denen so wieso eine hierarc hi-
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sc he Bezieh ung v orgegeb en ist. Ein Knoten in einem Cluster hat vielleic h t

als einziger Zugri� auf die b enötigten Daten und m uss sie so wieso un ter den

Prozessoren v erteilen.

Die Zeit für einen sp eziellen Job m uss wieder nic h t b ek ann t sein. Wir

nehmen ab er an, dass man die Jobgröÿen absc hätzen k ann. Die Mandel-

brotmenge k ann wieder als Beispiel dienen. Sie ist auc h desw egen wieder

ein gutes Beispiel, w eil w omöglic h n ur ein Prozessor für die Anzeige auf dem

Bildsc hirm v eran t w ortlic h ist und sic h so wieder als Master an bietet. Ein Job,

den der Master v ergibt, b esteh t aus einem Blo c k v on Punkten. Ein rec h tec ki-

ger Bildaussc hnitt b eispielsw eise lässt sic h k ompakt b esc hreib en. Die Anzahl

der Punkte in diesem Aussc hnitt liefert eine Sc hätzung üb er die Gröÿe des

T eilproblems. Der genaue Aufw and ist ab er w eiterhin nic h t b ek ann t.

Wic h tig ist, dass das Master-W ork er-Sc hema nic h tpräemptiv ist. Das b e-

deutet, dass ein w eggegeb ener Job ausgeführt wird und nic h t im Nac hhinein

aufgeteilt w erden k ann. Eine gute Strategie ist daher zunäc hst groÿe Jobs zu

v erteilen und darauf zu w arten, dass die ersten Prozessoren fertig w erden.

Diese erhalten n un kleinere T eile der restlic hen Arb eit. Hier m uss dann eine

Balance zwisc hen guter Lastv erteilung und niedrigem K omm unik ationsauf-

w and gesuc h t w erden. Kleine Jobs gleic hen Un tersc hiede in der Lastv ertei-

lung b esser aus, einen groÿen Job statt mehrerer kleiner zu v ersenden spart

K omm unik ation. Man sollte sic h daher gut üb erlegen, ob man nic h t ungleic h-

mäÿige Lastv erteilung riskieren mö c h te, um den K omm unik ationsaufw and zu

reduzieren.

Der K omm unik ationsaufw and ist die w ohl wic h tigste Sc h w ac hstelle. Da

der Master an jeder K omm unik ation b eteiligt ist, stellt seine Bandbreite

einen Flasc henhals dar. Das Master-W ork er-Sc hema sk aliert also sc hlec h t.

Es k omm t hinzu, dass auc h b ei einem Master, der zunäc hst als einziger auf

die Daten zugreifen k ann ein Broadcast e�ektiv er sein k ann. Häu�g b enö-

tigt so wieso jeder Prozessor Zugri� auf einen groÿen T eil der Daten. Für

das Problem der sc hlec h ten Sk alierbark eit gibt es Ansätze einer k omplexeren

Hierarc hie, mit �V orarb eitern� un ter dem Master, die ihrerseits Master eini-

ger W ork er sind. Ob sic h jedo c h der Aufw and dafür lohn t ist zw eifelhaft. Für

das Master-W ork er-Sc hema spric h t dessen einfac her Aufbau. Der Master hat

eine klare Aufgab e, er m uss eine gute Aufteilung �nden und darauf ac h ten,

dass zu allen Jobs ansc hlieÿend Ergebnisse v orliegen. Da er alle Informatio-

nen üb er die v erteilten, fertigen und no c h nic h t v ergeb enen Jobs hat, ist das

v ergleic hsw eise einfac h. No c h einfac her ist die Aufgab e der W ork er, die n ur

die ihnen üb ertragenen Aufgab en erledigen und das Ergebnis zurüc ksenden

m üssen.
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6.3 W ork Stealing

Das letzte v orgestellte V erfahren k önn te man im V ergleic h mit dem Master-

W ork er-Sc hema als no c h dynamisc her b ezeic hnen. Die w eggeb ene T eilpro-

blemgröÿe wird nic h t wie bisher einmalig gesc hätzt, sondern es �ndet wie-

derholte Aufteilung im Laufe der Abarb eitung statt. So wird nic h t n ur der

Engpass b eim Master aus dem V orherigen Ansatz v ermieden, sondern es w er-

den in vielen Fällen auc h w eniger T eilprobleme erzeugt.

6.3.1 T ree Shap ed Computations

Der Name T ree Shap ed Computations b ezeic hnet eine ganze F amilie v on

Problemen, die sic h mit dem in diesem Absc hnitt b etrac h teten Ansatz gut

b ehandeln lassen. Wie der Name sagt, geh t es um Berec hn ungen, die sic h

durc h Bäume repräsen tieren lassen. Allen gemeinsam ist, dass man mit einem

Problem P

ro ot

b eginn t und dieses W urzelproblem b ei der Bearb eitung in min-

destens zw ei unabhängige T eilprobleme zerfällt, deren Lösungen die Lösung

des Gesam tproblems bilden. Eb enso sollen auc h die T eilprobleme sic h w eiter

in no c h kleinere T eilprobleme aufspalten lassen, die Anzahl der durc hgeführ-

ten Aufspaltungen, bis ein sp ezielles Problem en tstanden ist, wird als des-

sen �Generation� b ezeic hnet. Die diese Aufspaltung b esc hreib ende Baum-

struktur k ann sehr unregelmäÿig sein und ihre Blätter stellen Arb eit dar,

die zw angsläu�g sequen tiell ist. Kurzgefasst k önn te man T ree Shap ed Com-

putations b esc hreib en als Probleme, die b ei der Abarb eitung wiederholt in

unabhängige T eilprobleme zerfallen. Mit Unabhängigk eit ist hier gemein t,

dass für die zur Lösung des Problems I b enötigte Zeit T(I ) und die die

Zeiten für die b eiden T eilprobleme I 1 und I 2 gilt T(I ) = T(I 1) + T(I 2) .

Die Mandelbrotmenge, die zuv or sc hon als Beispiel für ein Lastv ertei-

lungsproblem dien te, lässt sic h auc h auf diese Art angehen. Zu Beginn erhält

man ein In terv all v on Punkten, für die b estimm t w erden soll, ob sie zur Man-

delbrotmenge gehören. Dieses In terv all lässt sic h in zw ei T eilin terv alle auf-

spalten, die unabhängige T eilprobleme darstellen und sic h genauso k ompakt

b esc hreib en lassen, wie das ganze In terv all. A tomare T eilprobleme w ären in

dann einzelne Punkte.

Es gibt ab er viele Fälle in dieser Problemfamilie, für die � anders als

b ei der Mandelbrotmenge � im V oraus nic h t genau b ek ann t ist, wie oft sic h

ein T eilproblem no c h aufspalten lässt. Häu�g k ann zumindest eine ob ere

Sc hrank e h für die Generation nic h tatomarer Probleme angegeb en w erden.

Für die Analyse v on Algorithmen wic h tig sind auc h die Zeit T

split

für die
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Aufspaltung eines Problems und die Zeit T

atomic

, die maximal für ein atomares

T eilproblem b enötigt wird.

Am Beispiel der Mandelbrotmenge hat man b ereits gesehen, dass T eil-

probleme in no c h folgenden Algorithmen die Jobs darstellen sollen. Um die

K osten für die V erlagerung eines Jobs absc hätzen zu k önnen, m üssen die ma-

ximale Gröÿe einer T eilproblem b esc hreibung l und die sic h daraus ergeb ende

Zeit T

rout

(l) := T

start

+ lT

b yte

für die K omm unik ation b ek ann t sein. Die Zeit

T

coll

soll auc h diesmal eine k ollektiv e K omm unik ationsop eration darstellen.

Probleme, die sic h mit Tiefensuc he o der Bac ktrac king lösen lassen, sind

gute Beispiele für Probleme aus dieser F amilie, ab er selbst das V erteilen

v on Iterationen einer Sc hleife üb er mehrere Prozessoren k ann so angegangen

w erden. Nic h t zuletzt k omm t man sogar mit Branc h-and-Bound zurec h t, w o

eigen tlic h die F orderung nac h Unabhängigk eit zwisc hen den T eiproblemen

v erletzt ist. In einigen der folgenden Beispiele sind nic h t alle F orderungen an

T ree Shap ed Computations erfüllt und denno c h lassen sie sic h gut mit dem

dafür v orgestellten Lastv erteilungsalgorithm us angehen. T ypisc hes Beispiel

dafür sind, wie erw ähn t, Brac h-and-Bound-Probleme, b ei denen Ergebnisse

v on anderen T eilbäumen b en utzt w erden, andere abzusc hneiden. Dort ergibt

sic h die b enötigte Zeit für ein Problem o�ensic h tlic h nic h t direkt aus den

Zeiten für die T eilprobleme. Es k önnen ab er auc h Absc hätzungen b en utzt

w erden, die T eilbäume absc hneiden ohne dass die Unabhängigk eit der Pro-

bleme v erletzt wird. Das klappt genau dann, w enn n ur Informationen v om

Abstiegspfad zum b etre�enden Knoten b en utzt w erden.

6.3.1.1 Tiefensuc he

Ein Problem, b ei dem so wieso auf einem Baum gearb eitet wird, bietet sic h

natürlic h b esonders als Beispiel an. W enn man einen Baum auf einem Prozes-

sor b earb eitet k ann man immer n ur einen Knoten zu einer Zeit un tersuc hen.

Alle anderen landen auf einem Stac k, w enn sie anfallen. Ein Problem lässt

sic h also ganz einfac h aufspalten, indem ein T eil des Stac k abgegeb en wird.

Wie viele Knoten ein T eilbaum hat, dessen W urzel ein Elemen t auf dem Stac k

darstellt, lässt sic h nic h t im V oraus sagen. Daher k ann man sic h fragen, ob

es b esser ist n ur einen Knoten abzugeb en, der möglic hst nahe an der W urzel

ist, o der die Hälfte aller Knoten auf dem Stac k.

6.3. W ORK STEALING 128

6.3.1.2 Lo op Sc heduling

Der zuv or b ereits b esc hrieb ene F all der Mandelbrotmenge w ar ein Sp ezialfall

des Lo op Sc heduling. Beim Lo op Sc heduling Problem geh t es um Aufteilung

v on unah bängiger Sc hleifeniterationen zwisc hen Prozessoren. Statisc he Auf-

teilung liefert b ei stark en Sc h w ankungen zwisc hen der Dauer einzelner Ite-

rationen k eine zufriedenstellenden Ergebnisse und auc h der Master-W ork er

Ansatz k ann sic h gute Lastv erteilung n ur mit hohem K omm unik ationsauf-

w and am Master erk aufen. Das Iterationsin terv all erst b ei Bedarf aufzuteilen

k ann sic h als sehr n ützlic h erw eisen.

6.3.1.3 0- 1 knapsac k

Für das 0- 1 knapsac k Problem sind n Elemen te gegeb en, w ob ei für jedes Ele-

men t j , Gewic h t wj und Gewinn gj b ek ann t ist. W eiterhin ist eine Kapazität

N gegeb en. Gesuc h t sind x j 2 f 0; 1g, so dass

P n
j =1 pj x j maximal ist und

die Bedingung

P n
j =1 wj x j � N erfüllt ist. Man mö c h te also Elemen te in den

Ruc ksac k aufnehmen, die den Gewinn maximieren, ohne dass die Kapazität

üb ersc hritten wird.

Die b esten Lösungsansätze für das Problem basieren auf dem Branc h-and-

Bound-Prinzip, das wie b ereits gezeigt eb enfalls durc h Bäume b esc hrieb en

w erden k ann. Genauer wird für das 0- 1 knapsac k Problem immer zunäc hst

in die Tiefe expandiert. Hier tritt b ei unregelmäÿigen Probleminstanzen ein

F all auf, für den man mit mit dem im F olgenden b etrac h teten Ansatz häu�g

sup erlinearen Sp eedup erhält, ob w ohl � o der gerade w eil � das Problem die

Unabhängigk eitsb edingung v erletzt. Jeder Prozessor, der in einen sehr tiefen

T eilbaum gerät, ist lange b esc häftigt, auc h w enn sic h dort k eine gute Lösung

b e�ndet. Im parallelen F all k önnen häu�g b essere T eilbäume zeitgleic h zum

groÿen Baum un tersuc h t w erden. Nic h t n ur, dass andere Prozessoren dort

w omöglic h b essere F ortsc hritte mac hen, sie k önn ten auc h Berec hn ungen im

groÿen T eilbaum durc h eine gefundene Sc hrank e abbrec hen. Es k ann sinn v oll

sein gefundene Sc hrank en zunäc hst am Prozessor mit Index 0 zu sammeln.

Oft wird sonst das Netzw erk sonst stark ausgelastet, w enn viele neue Sc hran-

k en parallel gefunden w erden und so wieso eine Reduktion nötig ist, um die

minimale darun ter zu �nden.

6.3.1.4 FSSP

Der Lastv erteilungsalgorithm us hat sic h auc h als n ützlic h b ei der Un tersu-

c h ung eines Problems für Zellularautomaten erwiesen. Die F rage nac h Syn-
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c hronisation eines eindimensionalen Zellularautomaten ist als �Firing Squad

Sync hronisation Problem� b ek ann t. Gegeb en ist eine Reihe v on n n umme-

rierten Elemen ten, Zellen genann t. Jede Zelle hat einen Zustand. Zu Beginn

b e�ndet sic h die erste im Zustand g (�General�) und alle anderen im Zustand

s (�Soldat�). Um die Besc hreibungen zu v ereinfac hen wird festgelegt, dass v or

der ersten und nac h der letzten Zelle jew eils eine mit Zustand # ist. Dieser

sp ezielle Zustand k ann n ur v on diesen Begrenzungszellen angenommen w er-

den und wird daher nic h t b ei der Anzahl der möglic hen Zustände für Zellen

b erüksic h tigt. Alle Zellen w ec hseln in einem Sc hritt sync hron ihren Zustand

gemäÿ einer Abbildung, die aus ihrem Zustand und dem der Zellen mit direkt

b enac h barten Index einen eindeutigen F olgezustand b estimm t. Eine Zuord-

n ung, die einem gegeb enen 3-T up el v on Zellen einen F olgezustand zu w eist

wird Regel genann t. Es sind Regeln so zu w ählen, dass nac h einer F olge v on

Sc hritten alle Zellen zeitgleic h in den Zustand f (�feuern�) üb ergehen und

dieser Zustand in k einem v orhergehenden Sc hritt v on einer Zelle angenom-

men wird. Die Regeln (s; s; s) 7! s und (s; s;#) 7! s sind v orgegeb en und

b esagen, dass jede Änderung v on der Zelle mit Zustand g ausgeh t.

Die optimale Zeit für eine Lösung ist b ek ann t. Durc h Un tersuc h ung aller

Fälle k onn te in [ 10 ] gezeigt w erden, dass vier möglic he Zustände für die Zel-

len (einsc hlieÿlic h g, s und f ab er ohne # ) nic h t reic hen, um das Problem in

optimaler Anzahl Sc hritte zu lösen. Dafür wurde ein Algorithm us angew andt,

dem Bac ktrac king zugrunde liegt. Man b eginn t mit einer Instanz der Länge

n = 2 und dem Anfangszustand. Immer w enn die Liste der b ereits de�nier-

ten Regeln nic h t reic h t den F olgezustand einer Zelle zu b estimmen, wird eine

V erzw eigung erzeugt, die alle möglic hen F olgezustände un tersuc h t. Es w erden

so immer wieder Regeln gebildet, bis sic h ein Widerspruc h ergibt, o der nac h

der optimalen Anzahl Sc hritte die Zellen nic h t alle im F euerzustand sind.

Da für jedes Zustands 3-T up el b ei vier Zuständen auc h vier Möglic he Nac h-

folgezustände gew ählt w erden k önnen, erhält man einen implizit de�nierten

Baum mit einem maximalen V erzw eigungsgrad v on 4. Da sic h b ei einigen

Regeln sc hnell ein Widerspruc h ergibt, w ährend b ei anderen die Regeln für

eine Instanz ein k orrektes Ergebnis liefern und erst mit einem gröÿeren n

ein Problem auftritt, ergibt sic h ein stark unregelmäÿiger Baum. Denno c h

lieferte die hier b esc hrieb ene Lastv erteilung für dieses Problem fast linearen

Sp eedup.
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Abbildung 6.4: Bew eis, dass k eine Lösung des FFSP Problems in Optimalzeit

mit 3 Zuständen existiert. Regeln die Zustand f ergeb en w erden n ur für den

letzten Sc hritt üb erprüft, dort w erden n ur solc he hinzugenommen.
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6.3.2 Random P olling

Nac h den Beispielen für An w endungsgebiete n un zum eigen tlic hen Lastv er-

teilungsalgorithm us. Man mö c h te eine Laufzeit b ek ommen, für die

T(n; p) � (1 + � )
T

seq

p
+ T erme niedriger Ordn ung

gilt, w ob ei diese T erme niedriger Ordn ung v or allem den K omm unik ationsauf-

w and darstellen. In diesen T ermen sollte p nic h t linear und erst rec h t nic h t

sup erlinear v ork ommen. Einen ersten Ansatz bietet folgender Algorithm us

aus der F amilie der �receiv er initiated load balancing� Algorithmen:

Algorithm us 6.3: Random P olling

L; L 0

: S u b p r o b l e m ;

i f ( i = 0 ) L = L

ro ot

;

e l s e L = L ; ;

w h i l e ( w o r k l e f t ) {

L : = w o r k ( L , � t ) ;

m0

: = jf j : L @ j = L ; gj ;

i f ( m0 � m ) {

i f ( L = L ; ) {

s e n d r e q u e s t t o r a n d o m P E k ;

}

i f ( r e c e i v e r e q u e s t M f r o m P E j ) {

(L; L 0) : = s p l i t ( L ) ;

s e n d L 0

t o P E j ;

s e n d L ; f o r a n y o t h e r r e q u e s t ;

}

i f ( L = L ; ) {

r e c e i v e n e w L f r o m k ;

}

}

}

Erläuterungen: Gemäÿ der De�nition hält ein Prozessor zunäc hst das

gesam te Problem L

ro ot

. Ein Sc hritt des Algorithm us b eginn t damit, dass jeder

Prozessor � t Zeit an seinem Problem arb eitet. Es wird ansc hlieÿend gezählt,

wie viele Prozessoren ihren T eiljob abgearb eitet hab en. An dieser Stelle wird

auc h üb erprüft, ob üb erhaupt no c h Arb eit v orliegt. Gibt es zw ar no c h Jobs,

ab er auc h mindestens m Prozessoren die n ur no c h ein leeres T eilproblem

L ; hab en, fragen sie b ei zufälligen anderen Prozessoren nac h Arb eit. Die

angesc hrieb enen Prozessoren v ersuc hen ihren eigenen Job aufzuteilen und
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einen T eil abzugeb en. Kann der Job nic h t aufgeteilt w erden � w eil der eigene

Job sc hon leer ist o der mehr als eine Anfrage v orliegt � so wird das leere

Problem abgegeb en.

Es k önnen auc h Suc hprobleme b etrac h tet w erden, b ei denen es b ereits

reic h t einen Knoten zu �nden, der die V orgab en erfüllt. Dafür m uss zusätzlic h

der F all b ehandelt w erden, dass ein Prozessor die Lösung gefunden hat. Dann

k ann für diese Probleme ab er sup erlinearer Sp eedup erreic h t w erden. In der

Theorie sollte es sic h üb er mehrere Ausführungen statistisc h ausgleic hen. In

der Praxis existiert b ei vielen Ausführungen ein groÿer T eilbaum, der im

sequen tiellen F all erst k omplett abgearb eitet wird, ab er im parallelen F all

n ur einen Prozessor auslastet.

Für die Bestimm ung der Laufzeit w erden die Iterationen separat gezählt,

in denen n ur gerec hnet w erden m uss und die, in denen auc h Jobs um v erteilt

w erden. Ist m < p ab er gilt no c h immer m 2 
( p) , so reic hen mit hoher W ahr-

sc heinlic hk eit O(h) Iterationen, in denen Probleme aufgeteilt w erden m üssen,

bis jeder no c h v erbleib ende T eiljob atomar ist. Es fallen also für O(h) Ite-

rationen K omm unik ationsk osten an und es m üssen dann no c h die atomaren

Jobs b earb eitet w erden. Die Anzahl der übrigen Phasen mit hö c hstens m

arb eitslosen Prozessoren lässt sic h durc h

T

seq

(p� m)� t b esc hränk en. Man erw artet

für m 2 
( p) also eine Gesam tanzahl v on In terationen, die kleiner ist als

c
T

seq

p� t
+ dh

für geeignete K onstan ten c und d. Daraus ergibt sic h eine reine Bearb eitungs-

zeit v on

(c
T

seq

p� t
+ dh)� t = ( c

T

seq

p
+ dh� t)

Die K onstan te c ist durc h die W ahl v on m b estimm t, und der v on h ab-

hängige T erm lässt sic h üb er � t b eliebig drüc k en. Für geeignete m und � t ,

erhält man also für jedes � die Absc hätzung (1 + � ) T

seq

p für die Zeit, in der

das Problem b earb eitet ist. In den

~O(h) Aufspaltungssc hritten m uss w egen

der zufälligen P artnerw ahl eine k ollektiv e K omm unik ationsop eration für den

Austausc h angenommen w erden. Desw egen k omm t zu der Zeit einer Auf-

spaltung T

split

und der Zeit für die Üb ertragung einer Problem b esc hreibung

T

rout

(l) no c h die Zeit für einen k ollektiv en Nac hric h tenaustausc h T

coll

.
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Analyse:

8� 9� t; m : T(n; p) � (1 + � )
T

seq

p
+ ~O(h(T

rout

(l) + T

coll

+ T

split

) + T

atomic

)

In dem n un b esc hrieb enen Algorithm us wird der zuletzt erw ähn te k ollek-

tiv e Nac hric h tenaustausc h v ermieden:

Algorithm us 6.4: Simpli�ed Random P olling

L; L 0

: S u b p r o b l e m ;

i f ( i = 0 ) L = L

ro ot

;

e l s e L = L ; ;

w h i l e ( w o r k l e f t ) {

L : = w o r k ( L , � t ) ;

i f ( L @ (( i + s) mod p) = L ; ) {

(L; L 0) : = s p l i t ( L ) ;

s e n d L 0

t o P E ( (i + s) mod p ) ;

}

}

Erläuterungen: Man v erzic h tet hier auf die Üb erprüfung, ob m Pro-

zessoren inaktiv sind und führt stattdessen in jedem Sc hritt eine Balancie-

rungsphase durc h. Statt einen zufälligen Prozessor anzusc hreib en, wird global

ein gemeisamer zufälliger o�set s b estimm t. Damit er auf allen Prozessoren

gleic h ist, reic h t es b ereits sic h zu Beginn auf einen gemeinsamen Seed für die

lok alen Zufallsgeneratoren festzulegen. Jeder Prozessor ist in einem Sc hritt

dafür v eran t w ortlic h seine Arb eit mit dem zyklisc h um s v ersetzten Prozessor

zu teilen, falls dieser k eine eigene Arb eit hat. Es ist wic h tig, dass s zufällig

gew ählt wird. Wäre es k onstan t, so hätte das zur F olge, dass sic h die Arb eit

mit w ac hsendem Abstand zu dem Prozessor, der zu Beginn den Gesam ten

Job hatte, immer wieder halbiert. Die regelmäÿig um einen zufälligen W ert

v ersetzte Anfrage sorgt dafür, dass jeder Prozessor seine Arb eit mit genau

einem einzigen teilen m uss. Da v on pro�tiert die Lastv erteilung, da nic h t meh-

rere Anfragen an einen Prozessor gestellt w erden k önnen, v on denen n ur eine

b ean t w ortet wird. Dadurc h fällt auc h der T erm T

coll

in der Analyse w eg.
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Analyse:

8� 9� t : T(n; p) � (1 + � )
T

seq

p
+ ~O(h(T

rout

(l) + T

split

) + T
atomic

)

Dass alle Sc hritte sync hron statt�nden m üssen ist eine unangenehme F or-

derung, die in den seltensten Fällen ohne hohen Zusatzaufw and erfüllt w er-

den k ann. Praktisc h relev an t ist also insb esondere der folgende async hrone

Algorithm us:

Algorithm us 6.5: Async hronous Random P olling

L; L 0

: S u b p r o b l e m ;

i f ( i = 0 ) L = L

ro ot

;

e l s e L = L ; ;

w h i l e ( w o r k l e f t ) {

i f ( L = L ; ) {

s e n d r e q u e s t t o r a n d o m P E k ;

} e l s e {

L : = w o r k ( L , � t ) ;

}

f o r e a c h ( M 2 r e c e i v e d M e s s a g e s ) {

i f ( M i s r e q u e s t f r o m P E j ) {

(L; L 0) : = s p l i t ( L ) ;

s e n d L 0

t o P E j ;

} e l s e {

L : = M ;

}

}

}

Erläuterungen: Ein V orteil ist, dass ein Prozessor seine Arb eit direkt

fortsetzen k ann, w enn k eine Anfragen v orliegen und nic h t erst w arten m uss,

bis auc h die anderen Prozessoren ihre K omm unik ation abgesc hlossen hab en.

Die F unktionsw eise des Algorithm us ist ansonsten sehr ähnlic h zum ersten

F all, mit dem Un tersc hied, dass ein Prozessor sofort neue Arb eit anfordert,

w enn er k eine eigene hat. Demen tsprec hend ist auc h die Laufzeit wieder v er-

gleic h bar.
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Analyse:

8� 9� t : ET(n; p) � (1 + � )
T

seq

p
+ O(h(

1
�

+ T

rout

(l) + T

split

) + T

atomic

)
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