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1

1 Einführung
1.1 Mas
hinenmodelle1.1.1 PRAMDas PRAM-Modell bietet si
h für die Untersu
hung von parallelen Algo-rithmen in erster Linie wegen der Einfa
hheit der Darstellung an. Es ba-siert auf der Random A

ess Ma
hine, die nur aus einem auf einem groÿenSpei
her operierenden Prozessor mit konstanter Anzahl Registern besteht.Das PRAM-Modell parallelisiert dieses einfa
he Modell dur
h weitere Pro-zessoren, mit eigenen Registern, die syn
hron auf dem Spei
her operieren.Häu�g wird dann angenommen, es wäre zunä
hst nur ein Prozessor aktiv,es könnten jedo
h beliebig viele Prozessoren na
h Bedarf �aufgewe
kt� wer-den. Im Folgenden wollen wir uns aber darauf bes
hränken, dass die Anzahlder benötigten Prozessoren im Voraus genannt wird und au
h ni
ht mehrzur Verfügung stehen, diese dafür von Anfang an aktiv sind. Entspre
hendwird au
h festgelegt, dass jedes dieser PE (Prozessorelemente) sowohl des-
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1.1. MASCHINENMODELLE 2sen Index kennt, als au
h die Anzahl der verfügbaren Prozessoren. So einfa
hdas Modell au
h ist, wirft do
h die gemeinsame Spei
herverwaltung sofort dieFrage na
h Zugri�skon�ikten auf einzelnen Spei
herstellen auf. Abhängig da-von, wie mit diesen Kon�ikten umgegangen wird, werden die PRAM-Modellefolgendermaÿen unterteilt:� EREW (Ex
lusive Read Ex
lusive Write) PRAM: Glei
hzeitige Zu-gri�e sind verboten.� CREW (Con
urrent Read Ex
lusive Write) PRAM: Nur glei
hzeitigesLesen ist erlaubt, glei
hzeitiges S
hreiben ni
ht.� CRCW (Con
urrent Read Con
urrent Write) PRAM: Hier wird nunbeides erlaubt, was Maÿnahmen bei S
hreibkon�ikten erfordert. Dafürgibt eine weitere Unterteilung wie folgt:� 
ommon: Eine naheliegende Erweiterung des CREW PRAM, diemehreren Prozessoren erlaubt das glei
he Datum auf einmal zus
hreiben. Sind sie si
h jedo
h ni
ht einig, ist das weiterhin eineunzulässige Aktion.� arbitary: Hier sind au
h Fälle abgede
kt, in denen unters
hiedli-
he Werte ges
hrieben werden sollen, die Auswahl des s
hreiben-den Prozessors erfolgt jedo
h zufällig� priority: Oft ist es von Vorteil zu wissen wel
her der Prozesso-ren si
h dur
hsetzt, wenn si
h die s
hreibenden Prozessoren ni
hteinig sind. Daher setzt si
h bei diesem Modell der Prozessor mitdem kleinsten Index dur
h. Dieses Verfahren ist ni
ht nur deter-ministis
h, sondern liefert au
h eine Mögli
hkeit zusätzli
he Ent-s
heidungen beim S
hreibzugri� zu tre�en.� 
ombine: Diese zusätzli
he Operation beim Spei
herzugri� lässtsi
h natürli
h au
h erweitern, so dass man Modelle annehmenkönnte, die bei einem S
hreibzugri� eine Operation auf die zus
hreibenden Daten anwendet um sie zu kombinieren. So könntenbeispielsweise die an einer Spei
herstelle zu s
hreibenden Datenaufsummiert werden.Bei einer derart rei
hhaltigen Vielfalt an Unterkategorien drängt si
h na-türli
h die Frage auf, ob diese Unterteilung denn au
h wirkli
h notwendigist. Hier zeigt si
h s
hnell, dass vers
hiedene Probleme si
h nur s
hnell lö-sen lassen, wenn viele Prozessoren Zugri� auf eine gemeinsame Spei
herstellehaben. Als Beispiel dafür lieÿe si
h eine parallele AND-Operation angeben,



1.1. MASCHINENMODELLE 3die für n Elemente auf einer CRCW PRAM mit n Prozessoren in einemS
hritt das Ergebnis bestimmen kann (1.1). Dafür muss si
h jeder Prozes-sor nur über seinen Index ein Element aussu
hen und bei Fehls
hlagen einerlokalen AND-Operation eine 0 als Ergebnis s
hreiben. Ist es nun allerdingsni
ht mehr erlaubt, dass mehrere Prozessoren zur glei
hen Zeit ihr negativesErgebnis eintragen, so kommt mindestens ein Faktor von log n hinzu, derbenötigt wird um Spei
herkon�ikte zu vermeiden (siehe au
h 1.7.2).1.1.2 Realistis
here ModelleDie einfa
he Repräsentation der Prozessorinteraktion im PRAM-Modell igno-riert wi
htige Eigens
haften reeller Systeme. Hier will man si
h von der star-ken Annahme entfernen, dass alle Prozessoren s
hnell auf einen groÿen ge-meinsamen Spei
her zugreifen könnten. Daher zwei Modelle, die der Realitätbereits näherkommen:� (Symmetri
) Shared Memory (gemeinsamer Spei
her): DiesesModell hat tatsä
hli
h gewisse Ähnli
hkeit mit dem PRAM-Modell. Zu-sätzli
h berü
ksi
htigt es allerdings Ca
hes der einzelnen Prozessoren,sowie die Tatsa
he, dass in der Realität ein Netzwerk nötig ist, um dieProzessoren mit Spei
hermodulen zu verbinden. Neben der tatsä
hli-
hen Verwaltung der Spei
herzugri�e kommt hier no
h �false sharing�hinzu. Sobald ein Prozessor auf eine Spei
heradresse zugreift, die einanderer Prozessor im Ca
he hat, wird eine Syn
hronisation erforderli
h.Selbst wenn der andere Prozessor diese Spei
herstelle nie benötigt hatkann es passieren, dass sie zu einer Ca
hezeile gehört, auf die über eineandere Adresse häu�g zugegri�en wird.
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Speichermodule� Distributed Memory (verteilter Spei
her): In vielen parallelenSystemen ist es ni
ht der Fall, dass die Prozessoren auf einem gemein-samen Spei
her arbeiten. Stattdessen besitzt jeder Prozessor hier einen
1.1. MASCHINENMODELLE 4(verglei
hsweise) kleinen lokalen Spei
her. Zugri� auf die Daten ande-rer Prozessoren ist nur über expliziten Na
hri
htenaustaus
h mögli
h.Eingaben erfolgen in diesem Fall übli
herweise verteilt über alle Prozes-soren und au
h die Ausgabe muss zum S
hluss geeignet verteilt werden.
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1.1.3 DAGGanz kurz soll hier au
h auf das Modell der S
haltkreisfamilien eingegangenwerden. Repräsentiert werden S
haltkreise hier als geri
htete azyklis
heGraphen (dire
ted a
y
li
 graph, DAG). Bei Bere
hnungen in Gra-phenform wird die Eingabe dur
h Knoten mit Eingangsgrad 0 zur Verfügunggestellt. Das Ergebnis der Bere
hnung �ndet si
h in Knoten mit Ausgangs-grad 0. Die weiteren Knoten werden �innere Knoten� genannt und sindfür die eigentli
hen Bere
hnungen verantwortli
h. Sinnvollerweise wird fürinnere Knoten der Eingangsgrad dur
h eine kleine Konstante bes
hränkt, ihrAusgangsgad darf dagegen beliebig sein.Der Begri�, der der Laufzeit eines DAG am nä
hsten kommt, ist derBegri� der Tiefe. Für einen Knoten wird der längste Pfad von einem Ein-gangsknoten so bezei
hnet. Alle Knoten, deren Höhe h ist, werden S
hi
htder Höhe h genannt. Die Höhe des DAG ist die maximale Höhe eines Aus-gangsknotens, also der längste Pfad von einem Eingang zu einem Ausgang.Da die Anzahl Zwis
hens
hritte, die benötigt werden können alle nötigenInformationen an die entspre
henden inneren Knoten zu bringen direkt mitdieser Gröÿe zusammenhängt, gibt es bei einem �hinrei
hend kompakten�DAG stets mindestens eine Eingabe für die die Ausgabe die Auswertungaller Knoten auf dem längsten Weg erfordert. Damit lässt si
h die Tiefe ei-nes DAG direkt als S
hranke für die Laufzeit benutzen. Mit S
haltkreisen isthier ein Spezialfall der DAG gemeint, bei dem ni
ht beliebige Worte Ein- undAusgabe sein können, sondern die Bere
hnung si
h auf Bitfolgen konstanterLänge bes
hränkt.Ein S
haltkreis hat stets eine feste Anzahl von Eingabeknoten. Um soetwas wie einen Algorithmus s
hreiben zu können, ist es jedo
h nötig mit



1.2. NETZWERK- UND KOMMUNIKATIONSMODELLE 5unters
hiedli
hen Eingabegröÿen umzugehen. Diese Mögli
hkeit wird dur
hdie S
haltkreisfamilien gegeben. Als S
haltkreisfamilie wird eine Vors
hriftbezei
hnet, na
h der für eine vorgegebene Eingabegröÿe ein S
haltkreis algo-rithmis
h generiert werden kann. Sinnvollerweise mö
hte man si
h dann aufS
haltkreisfamilien bes
hränken, bei denen der S
haltkreisgenerator ni
ht zumä
htig ist. Eine sol
he Eins
hränkung sind die uniformen S
haltkreisfa-milien, die hier ni
ht weiter erläutert werden.Uniforme S
haltkreisfamilien lassen si
h aber dur
h ein PRAM simulieren,indem alle Knoten einer S
hi
ht parallel mit einem Prozessor pro Knoten ab-gearbeitet werden. Naheliegenderweise ist der Bedarf der Prozessoren dur
hdie maximale Anzahl der Bere
hnungsknoten einer S
hi
ht bes
hränkt. DerZeitbedarf ist bei s
hi
htweiser Abarbeitung die Anzahl der S
hi
hten, al-so gerade die Tiefe des S
haltkreises für die jeweilige Eingabelänge. Versu
htman nun umgekehrt PRAM dur
h ein DAG zu simulieren muss vor allem dasProgramm von Zyklen befreit werden, die in einem DAG ni
ht repräsentiertwerden können. Zuletzt lässt si
h ein DAG au
h als Verbindungsnetzwerk re-präsentieren, wo Prozessoren die Aufgabe der Bere
hnungsknoten überneh-men und für jede S
hi
ht aus Knotenlasten, Kantenlasten und Pfadlängendie Ausführungszeit bestimmt werden kann.1.2 Netzwerk- und KommunikationsmodelleWill man Algorithmen entwerfen, die au
h praktis
h von Nutzen sein sol-len, ist das ohne Berü
ksi
htigung der Kommunikation unmögli
h. DieserAbs
hnitt bes
häftigt si
h daher damit, wie man die Verbindungsnetzwer-ke zwis
hen den Prozessoren repräsentieren kann und wie sie später bei derAnalyse der Algorithmen eingehen.1.2.1 Explizites �Store-and-Forward�Bei dem ersten Modell das hier betra
htet wird, wird ein Netzwerk expli-zit als Graph modelliert. In diesem Fall repräsentieren Knoten des GraphenProzessoren; Kanten repräsentieren die Verbindungen. Busse, an denen meh-rere Prozessoren anges
hlossen sind, lassen si
h in so einem Fall mit Hyper-kanten repräsentieren. Ebenfalls mögli
h sind zusätzli
he Routerknoten, dieau
h über eigenen Pu�erspei
her verfügen können, aber nur die Kommuni-kation unterstützen ohne an den Bere
hnungen beteiligt zu sein. Es ist au
hmögli
h (global) Kantenkapazitäten festzulegen, die die Anzahl von Paketenkonstanter Länge festlegen, die in einer Zeiteinheit über die zugehörige Ver-
1.2. NETZWERK- UND KOMMUNIKATIONSMODELLE 6

d 1 2 3 40 Abbildung 1.2: Hyperwürfel für einige dbindung transportiert werden können. Meist wird dieser Wert jedo
h auf 1festgesetzt. Ebenso lässt si
h die Anzahl der Na
hri
hten bes
hränken, dieein Knoten parallel versenden oder empfangen kann. Ist dieser Wert k, soist von k-Port-Mas
hinen die Rede, im Spezialfall k = 1 spri
ht man voneiner single-ported Mas
hine.Das Hauptproblem bei dieser Modellierung der Netzwerke ist der ni
htgere
htfertigte Aufwand für den Algorithmenentwurf. Da das Routing damitpraktis
h in den Algorithmus integriert werden muss, leidet die Übersi
htli
h-keit. Na
hdem Hardwarerouter diese Aufgabe zufriedenstellend übernehmen,ist es ni
ht sinnvoll diese Aufgabe in den Entwurf von Algorithmen einzu-gliedern. Es gibt allerdings dur
haus au
h Algorithmen, die spezielle Netz-werkstrukturen voraussetzen und dann ausnutzen, um eine geringe Laufzeitzu errei
hen.Eine Spezielle Netzwerkstruktur bei 2d Prozessoren für ein geeignetes d,die oft elegante Algorithmen erlaubt, ist der (d-dimensionale)Hyperwürfel.Dabei sind die Knoten dur
h Tupel aus (Z/2Z)d dur
hnummeriert. DieseTupel werden für Algorithmen au
h gerne als Wort über dem Alphabet {0, 1}interpretiert. Kanten gibt es zwis
hen zwei Knoten genau dann, wenn si
hihre Koordinaten nur in einer Stelle unters
heiden.1.2.2 Vollständige VerknüpfungDas nun folgende Modell abstrahiert das explizite Store-and-Forward, so dasses si
h bei der Analyse von Algorithmen beliebiger Netzwerke besser ver-wenden lässt. Dazu wird für das Netzwerk zunä
hst vollständige Verknüp-fung angenommen. Nun wird das Versenden von m Bytes dur
h T
omm(m) =
Tstart + mTbyte ges
hätzt. Dabei bezei
hnet Tstart die Zeit, die für den Ver-bindungssaufbau nötig ist, bevor in jeweils Tbyte Zeit ein Byte übertragenwird.Das sind zwar Annahmen, die auf reale Netzwerke kaum zutre�en, jedo
h



1.2. NETZWERK- UND KOMMUNIKATIONSMODELLE 7kommt dem die Realität bereits relativ nahe. Hardwarerouter übernehmendas Au�ösen von Kon�ikten auf Kanten und bei Strukturen mit s
hwa
herVerbindung lassen si
h no
h immer Tstart und Tbyte künstli
h erhöhen umhäu�ge Kon�ikte zu modellieren. Ein besonderer Vorteil an diesem Modellist dass es ni
ht notwendigerweise syn
hrone Kommunikation bes
hreibenmuss.Zuletzt soll no
h geklärt werden, was �eine Kommunikation� mit einer m-Byte-Na
hri
ht eigentli
h ist. Insbesondere zwei der folgenden Begri�e tau-
hen später immer wieder auf um die �Mä
htigkeit� der Kommunikation zubes
hreiben:� halbduplex: Bei dieser Variante wird ni
ht zwis
hen Senden und Emp-fangen unters
hieden. Das bedeutet, dass das Versenden von m Bytessowohl bei Sender, als au
h bei Empfänger die Zeit für m Byte Kom-munikation kostet.� telefon: In diesem Fall dürfen zwei Prozessoren die Zeit nutzen, um

m-Bytes parallel in beide Ri
htungen auszutaus
hen. Jedo
h darf nurvon einem Prozessor parallel empfangen werden, an den au
h gesendetwird.� (voll)duplex: Hier fällt zusätzli
h zum Telefonmodell au
h die Festle-gung der Partner weg, und eine beliebige m-Byte-Empfangsoperationdarf si
h stets mit einer m-Byte-Sendeoperation überlappen.Es folgt eine Hierar
hie: T duplex ≤ T telefon ≤ T halbduplex ≤ 2T duplex1.2.3 BSPEine weitere Mögli
hkeit die Kosten einer Kommunikation darzustellen istdas Bulk Syn
hronous Parallel (BSP) Modell. Die Idee bei diesem Modellist, dass na
h jeweils einer Re
henphase alle Prozessoren Na
hri
hten in ei-ner kollektiven Kommunikationsoperation austaus
hen und ans
hlieÿend vorder nä
hsten Re
henphase dur
h eine Barriere syn
hronisiert werden. Re-
henphase, Kommunikation und Syn
hronisation werden unter dem Begri��Supers
hritt� zusammengefasst. In der Origialfassung wird der Startupover-head für die Kommunikation ni
ht modelliert mit der Begründung dass erbei der angestrebten Gröÿe der Kommunikationsoperation verna
hlässigbarwäre, hier soll er jedo
h in einem Parameter mit in die Zeitbere
hnungenein�ieÿen.

1.3. MPI UND OPENMP 8In diesem Modell wird der Zeitaufwand einer Kommunikationsoperationdur
h l + hg dargestellt. Die Parameter haben dabei folgende Bedeutung:� l: Repräsentiert den Startupoverhead für den kollektiven Na
hri
h-tenaustaus
h und die Kosten für die Barrierensyn
hronisation. Essollte bea
htet werden, dass die Barrierensyn
hronisation stets mit log pZeit zu Bu
he s
hlägt.� h: Maximale Anzahl der versendeten Pakete pro PE.� g: Steht für �gap� und bes
hreibt die Zeit, die ein Netzwerk brau
ht,um ein einzelnes Paket in einem kontinuierli
hen Strom an einglei
hverteilt-zufälliges Ziel auszuliefern. Gemessen wird g in Re-
hens
hritten und ist wie s
hon l übli
herweise eine Funktion von p.Wie s
hon l kann au
h g eine Funktion von p sein.In diesem Modell ist damit also ein Verbindungsnetzwerk bereits dur
h l, gund p hinrei
hend bes
hrieben, die Topologie wird verna
hlässigt. Ein kla-rer Vorteil dieses Modells ist die einfa
he aber präzise Bes
hreibung, sowiedie gute Anpassungsfähigkeit. Die Festlegung auf Supers
hritte, die jeweilsmit globaler Syn
hronisation enden, ist andererseits häu�g eine zu radikaleEins
hränkung. Die Verna
hlässigung der Netzwerktopologie hat den zusätz-li
hen Na
hteil, dass bei Kommunikation ni
ht zwis
hen vers
hieden s
hwieri-gen Kommunikationsmustern unters
hieden werden kann. So hat es im BSP-Modell keinen Ein�uss auf die Laufzeitabs
hätzung si
h auf Na
hbars
hafts-kommunikation zu bes
hränken. Es existieren allerdings dur
haus erweiterteBSP-Modelle, die zusätzli
he Kommunikationsmuster berü
ksi
htigen oderau
h unters
hiedli
he Na
hri
htenlängen.Der für BSP typis
he kollektive Na
hri
htenaustaus
h, bei dem jedes PEbis zu h Pakete sendet oder empfängt (wobei die Adressaten keine Rollespielen) wird h-Relation genannt. Man bea
hte, dass ni
ht nur die Anzahlder gesendeten Pakete dur
h h begrenzt ist, sondern au
h die der empfange-nen Pakete. Diese Kommunikationsoperation wird in einem späteren Kapitel(3.6.4) au
h unabhängig vom BSP-Modell betra
htet.1.3 MPI und OpenMPBisher haben wir uns damit bes
häftigt mit wel
hen Modellen parallele Algo-rithmen analysiert werden. Dieses Kapitel soll die Grundlagen der tatsä
hli-
hen Implementierung vermitteln. Es werden die Standards des Open MultiPro
essing (OpenMP) und des Message Passing Interfa
e(MPI) vorgestellt.



1.3. MPI UND OPENMP 91.3.1 OpenMPOpenMP ist ein API, das eine Entwi
klung von portierbaren, skalierbarenshared Memory Programmen erlei
htert. Die OpenMP Befehle werden mitHilfe von Pragmas in C/C++ Code eingearbeitet. Dadur
h kann der Codeau
h Kompiliert werden, wenn der Compiler kein OpenMP behers
ht. AmBesten kann das gesehen werden an einem Beispiel:#pragma omp p a r a l l e l for s
hedu le ( s t a t i 
 , n )for ( i n t i = 0 ; i < 100 ; i++){do_something ( i ) ;}Wenn dieser Code mit einem Compiler kompiliert wird, der kein OpenMP un-terstützt, dann wird er sequenziell ausgeführt. Mit Hilfe von OpenMP werdendie S
hleifendur
hläufe parallelisiert. Dabei werden jedo
h ni
ht 100 Threadserzeugt, sondern die 100 S
hleifendur
hläufe werden in Chunks aufgeteilt. DerParameter s
hedule(...) gibt an, wie groÿ die Chunks sind und wie sie an dieThreads verteilt werden. Man kann ihn weglassen und damit die Ents
hei-dung dem Compiler überlassen. Gültige Werte sind s
hedule(stati
, n),s
hedule(dynami
, n) oder s
hedule(guided, n) benutzen. Bei s
hedu-le(stati
, n) werden Blö
ke der Gröÿe n zyklis
h an die Threads verteilt.s
hedule(dynami
, n) sorgt dafür dass jeder Thread einen Blo
k der Gröÿen bekommt und immer wenn er damit fertig ist, dann fordert er n neue Ite-rationen an. s
hedule(guided, n) ist so ähnli
h wie s
hedule(dynami
,n), bloss dass jeder Prozessor max(n, (Anzahl an no
h ni
ht zugewiesenenIterationen)/p) bekommt.i n t square_shared = 0 , square_pr ivate = 0 ;#pragma omp p a r a l l e l for shared ( square_shared ) p r i v a t e ( square_private )for ( i n t i = 0 ; i < 100 ; i++){square_shared = i * i ;square_private = i * i ;p r i n t f ( " I t e r a t i o n  %d :  square_shared = %d ,  square_pr ivate = %d\n" ,i , square_shared , square_private ) ;}p r i n t f ( "Outside  o f  loop :  square_shared = %d ,  square_private = %d\n" ,square_shared , square_private ) ;Dieser Code gibt Quadratzahlen bis 992 aus. Jeder Thread hat seine eigenesquare_private Variable aber es gibt insgesammt nur eine square_shared Va-riable für alle Threads. Dadur
h übers
hreiben sie si
h den Wert von squa-re_shared gegenseitig und so sind die Werte für square_shared und squa-re_private in der Ausgabe ni
ht immer glei
h. Ausserhalb der S
hleife ist
1.3. MPI UND OPENMP 10der square_shared auf den letzten Wert gesetzt den er in der S
hleife bekom-men hat; das muss aber ni
ht 992 sein. Der Wert von square_private ist na
hder S
hleife ni
ht de�niert.omp_set_num_threads ( 5 ) ;#pragma omp p a r a l l e l for num_threads (7 )for ( i n t i = 0 ; i < 100 ; i++){p r i n t f ( " I t e r a t i o n  %d wird  von Thread %d/%d bea rb e i t e t \n" ,i , omp_get_thread_num ( ) , omp_get_num_threads ( ) ) ;}Bei vielen parallelen Programmen ist es wi
htig zu Bestimmen wie vieleThreads erzeugt werden oder zumindestens zu wissen wie viele Threads er-zeugt wurden. Mit Hilfe des Parameter num_threads des Pragma kannman festlegen wie viele Threads erzeugt werden. Falls es keinen num_threadsParameter gibt, dann wird eine Variable benutzt die man mit Hilfe vonomp_set_num_threads setzen kann. Mit Hilfe von omp_get_num_-threads kann festgelegt werden wie viele Threads in dieser parallelen Regi-on erzeugt wurden. Das bedeutet auÿerhalb von parallelen Konstrukten gibtes Eins zurü
k. Um die Threads unters
heiden zu können, kann mit Hilfeomp_get_thread_num die Thread ID heraus�nden.#pragma omp p a r a l l e l s e 
 t i o n s{ #pragma omp s e 
 t i on{ p r i n t f ( " Se
 t i on  1\n" ) ;}#pragma omp s e 
 t i on{ p r i n t f ( " Se
 t i on  2\n" ) ;}#pragma omp s e 
 t i on{ p r i n t f ( " Se
 t i on  3\n" ) ;}}Eine Andere Mögli
hkeit Parallelität zu erzeugen ist es Se
tions zu benutzen.Jede dieser Se
tions wird von genau einem Thread ausgeführt. Falls es mehrThreads gibt als Se
tion dann warten die anderen Threads. Es kann passieren,dass mehrere Se
tions von dem glei
hen Thread ausgeführt werden. Au
h beidiesem Pragma kann man shared, private und num_threads benutzen.



1.3. MPI UND OPENMP 11#pragma omp p a r a l l e l num_threads (3 ) shared ( i ) p r i v a t e ( j ){ #pragma omp s e 
 t i o n s{ #pragma omp s e 
 t i on{ p r i n t f ( " Se
 t i on  1 wird  von Thread %d/%d bea rb e i t e t \n" ,omp_get_thread_num ( ) , omp_get_num_threads ( ) ) ;}#pragma omp s e 
 t i on{ p r i n t f ( " Se
 t i on  2 wird  von Thread %d/%d bea rb e i t e t \n" ,omp_get_thread_num ( ) , omp_get_num_threads ( ) ) ;}}#pragma omp s i n g l e{ p r i n t f ( "work only  one thread  does \n" ) ;}p r i n t f ( "work everybody  does \n" ) ;#pragma omp ba r r i e r#pragma omp for s
hedu le ( s t a t i 
 , 2)for ( i n t i = 0 ; i < 10 ; i++){p r i n t f ( " I t e r a t i o n  %d wird  von Thread %d/%d bea rb e i t e t \n" ,i , omp_get_thread_num ( ) , omp_get_num_threads ( ) ) ;}}Es ist mögli
h mehrere parallele Abs
hnitte hintereinander zu hängen oh-ne, dass die Threads zwis
hendur
h zerstört werden und ihre privaten Datenverlieren. Dazu erzeugt man vers
hiedene Threads und gibt dann die paral-lelen Befehle an die abzuarbeiten sind. Normale Befehle werden dabei vonjedem abgearbeitet. Damit Befehle nur von einem Prozessor abgearbeitetwerden, muss man ein #pragma omp single davor setzen. Falls es irgend-wann wi
htig ist, dass ein S
hritt von allen Threads abgearbeitet ist bevorein Thread zu dem nä
hsten übergeht, dann kann man das mit Hilfe von#pragma omp barrier errei
hen.

1.3. MPI UND OPENMP 121.3.2 MPIDas Message Passing Interfa
e(MPI) ist für Systeme mit verteiltem Spei
hergeda
ht. Dadur
h funktioniert es au
h auf gemeinsamen Spei
her, nutzt aberdessen Vorzüge ni
ht. Jeder Thread führt das glei
he Programm aus. Wenn je-der Thread jedo
h au
h die identis
hen Befehle ausführen würde, dann würdees zu einem Deadlo
k kommen sobald alle Threads senden oder alle Threadsempfangen. Unters
hiedli
he Programmverläufe werden dur
h die Thread IDerzeugt. Die Thread ID wird dur
h die Funktion MPI_Comm_rank aus-gelesen. Wie der Name sagt basiert MPI auf dem versenden von Na
hri
h-ten. Daher sind MPI_Send und MPI_Re
v die wi
htigsten Funktionenvon MPI. MPI_Send wird die Na
hri
ht übergeben, die Anzahl an Ele-menten, der Typ der Elemente, der Zielthread, ein beliebiges Tag und einMPI_Comm. Ein MPI_Comm verwaltet eine Gruppe von Threads. JederThread kann mehrerer dieser Gruppen angehören und kann in jeder dieserGruppen eine unters
hiedli
he Thread ID haben. MPI_COMM_WORLD istein MPI_Comm dem alle Threads angehören. Die Parameter vonMPI_Re
vsind ein Empfangsbu�er, die Länge des Bu�ers, der Typ des Bu�ers, die Quel-le und der Tag der beim Absenden gesand wurde, das MPI_Comm und einPointer auf ein Status-Obje
t. Wenn man die Quelle und den Tag der Na
h-ri
ht ni
ht kennt, oder es egal ist woher bzw. mit wel
hem Tag die Na
hri
htgesendet wurde, dann kann man au
h die Wild
ards MPI_ANY_SOURCEbzw. MPI_ANY_TAG verwenden. Das Status-Obje
t wird von dem Re
vgefüllt und enthält dann den Tag und den Ursprungsort der Na
hri
ht. Auÿer-dem kann man die Datenmenge mit Hilfe der Funktion MPI_Get_
ountauslesen.i n t main ( i n t arg
 , 
har * argv [ ℄ ) {MPI_Init(&arg
 , &argv ) ;i n t s i z e , rank .MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &s i z e ) ;MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &rank ) ;p r i n t f ( "Hel lo ,  I  am pro
e s s  %d o f  %d . \ n" , rank , s i z e ) ;i f ( ( rank == 0)&&( s i z e >=2)){
har * message = "Hal lo  von 0"MPI_Send(message , s t r l e n (message )+1 , MPI_CHAR,1 , 0 , MPI_COMM_WORLD) ;} else i f ( rank == 1){MPI_Status s t a tu s ;
har message [ 1 0 0 ℄ ;i n t 
ount ;MPI_Re
v(message , 100 , MPI_CHAR, MPI_ANY_SOURCE,



1.3. MPI UND OPENMP 13MPI_ANY_TAG, MPI_COMM_WORLD, &s t a tu s ) ;MPI_Get_
ount(&status , MPI_CHAR, &
ount ) ;p r i n t f ( "Na
hr i
ht  von %d i s t :  \"%s \" ,  hat  e ine  Laenge ""von %d und hat  den Tag %d\n" ,s t a tu s .MPI_SOURCE, message , 
ount , s t a tu s .MPI_TAG) ;}MPI_Finalize ( ) ;}In vielen Fällen will man aber eine Na
hri
ht von einem Thread an alleanderen senden (3.2 oder 3.6) oder andere Operationen ma
hen an denenalle Threads teilnehmen soll. Die wi
htigsten dieser Funktionen sind in MPIde�niert. Es gibt die Funktionen MPI_B
ast, MPI_S
atter, MPI_Gather,MPI_Redu
e, MPI_Alltoall und andere, die die Funktionen Broad
ast(3.2),S
atter(ein Thread sendet an alle anderen), Gather(ein Thread empfängtvon jedem anderen), Reduktion(3.1) und All-to-All(3.6) de�nieren. GenaueParameterde�nitionen und die anderen kollektiven Operationen können demInternet entnommen werden. Hier sei no
h gesagt, dass die Operationen blo-
kieren bis alle Threads des MPI_Comm die Funktion aufgerufen haben.Falls man ni
ht will, dass alle Threads an der kollektiven Operation teilneh-men, dann muss man vorher einen neuen MPI_Comm erzeugen, dem ni
htalle angehören. Das geht jedo
h über die Grundlagen, die hier bes
hriebensind hinaus. Hier no
h ein abs
hlieÿendes Beispiel, das kollektive Operatio-nen verwendet. Jeder Thread sendet eine Quadratzahl an den 0ten Thread.Dieser addiert 20 drauf und sendet es zurü
k.i n t main ( i n t arg
 , 
har * argv [ ℄ ) {MPI_Init(&arg
 , &argv ) ;i n t s i z e , rank .MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &s i z e ) ;MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &rank ) ;i n t square = rank* rank ;i n t r e s u l t ;i n t bu f f e r [ s i z e ℄ ;MPI_Gather(&square , 1 , MPI_INT,bu f f e r , 1 , MPI_INT, 0 , MPI_WORLD) ;i f ( rank == 0){for ( i n t i =0; i<s i z e ; i++)bu f f e r [ i ℄+=20;}MPI_S
atter ( bu f f e r , 1 , MPI_INT,&r e su l t , 1 , MPI_INT, 0 , MPI_WORLD) ;p r i n t f ( "Thread %d has r e u l t  %d\n" , rank , r e s u l t ) ;
1.4. MCSTL 14MPI_Finalize ( ) ;}1.4 MCSTLDie Multi Core Standard Template Library [7℄ stellt eine Erweiterung derC++ STL dar. Hinter ihr steht die Idee die Algorithmen, die von der STLzur Vefügung gestellt werden e�ektiv zu parallelisieren, so dass der Aufwandfür die Parallelisierung von Anwendungen sinkt. Im besten Fall würde einneues Kompilieren bereits rei
hen, damit ein Programm, das Algorithmenaus der STL verwendet, von Parallelisierung pro�tieren kann.Die MCSTL basiert auf OpenMP und daher sind ihr Einsatzgebiet par-allele Mas
hinen mit gemeinsamem Spei
her. Ziel ist es für alle paralleli-sierbaren Algorithmen parallele Implementierungen zu integrieren, die derSTL-Semantik folgen. Einige Algorithmen � wie Binärsu
he � lassen si
h of-fensi
htli
h ni
ht e�ektiv parallelisieren und für alle parallelen Algorithmenwerden Iteratoren mit wahlfreiem Zugri� benötigt. Da ein breites Einsatz-gebiet angestrebt wird, soll die Parallelisierung bereits bei kleinen Eingabenund wenigen Prozessoren eine Bes
hleunigung bewirken. Da damit au
h ni
htmehr zu erwarten ist, dass ein sol
hes Programm vorrangig ausgeführt wird,ist au
h mit starken S
hwankungen in der Leistung der Prozessoren zu re
h-nen. Das ma
ht es nötig dass die Arbeitsaufteilung im Laufe der Abarbeitungdynamis
h angepasst wird. Im umgekehrten Fall sollen die Algorithmen dasSystem ni
ht unnötig auslasten, um die Laufzeit geringfügig zu verbessern.In anderen Worten: man mö
hte hohe E�zienz errei
hen. Die Funktionsweiseeiniger Algorithmen aus der MCSTL wird im Zusammenang mit Sortierenim entspre
henden Kapitel betra
htet.1.5 Analyse von AlgorithmenFür die Analyse der Qualität von Algorithmen sollen im Folgenden vers
hie-dene Kenngröÿen eingeführt werden. Begonnen werden soll ganz analog zurAnalyse sequenzieller Algorithmen mit der Ausführungszeit:� T (I): Ausführungszeit, Anzahl von Zyklen für geg. Probleminstanz I� T (n) := max|I|=nT (I): Worst 
ase Ausführungszeit



1.5. ANALYSE VON ALGORITHMEN 15� Tavg(n) :=
P

|I|=n T (I)

|{I:|I|=n}| : Average 
ase AusführungszeitBeispiel: Qui
ksort besitzt average 
ase Ausführungszeit O(n log n)Eine Warnung an dieser Stelle: Bei probabilistis
hen (randomisierten) Al-gorithmen ist T (n) eine Zufallsvariable. Die erwartete worst 
ase Laufzeit

E [T (n)] sollte ni
ht mit dem average 
ase verwe
hselt werden.Betra
htet man nun parallele Algorithmen kommt im Wesentli
hen nur

p als zusätzli
her Parameter hinzu. Es wird bei den Zeitbetra
htungen al-so T (I, p) statt T (I) betra
htet und die restli
hen Kostenmaÿe wieder wiegewohnt abgeleitet. So erhält man die parallele Ausführungszeit T (n, p) fürEingablänge n mit p Prozessoren. Jetzt liefert allerdings die Prozessorzahlau
h eigene Perspektiven, aus denen die Qualität eines Algorithmus betra
h-tet werden kann:� W := pT (n, p): Arbeit, bes
hreibt die gesamte Zeit, die alle Prozessorenzusammen benötigen.� S := Tseq/T (p): (absoluter) Speedup , bes
hreibt Bes
hleunigung ge-genüber dem besten bekannten sequentiellen Algorithmus. Die Er-wartung, dass S dur
h p na
h oben bes
hränkt ist, ist naheliegend,s
hlieÿli
h würde es bedeuten, dass die Re
henzeit verlustfrei über dieProzessoren verteilt ist. Denno
h gibt es Fälle, in denen S > p ge-messen werden kann. In diesem Fall wird von superlinearem Speedupgespro
hen. Der häu�gste Grund dafür sind Ca
hee�ekte dur
h einegröÿere Anzahl Prozessoren mit eigenem Ca
he. Su
halgorithmen kön-nen bei der Parallelisierung au
h davon pro�tieren dass mehrere Pfadeim Su
hraum parallel dur
hsu
ht werden können und bereits ein Tre�errei
ht.� Srel := T (1)/T (p): relativer Speedup. Wie unters
hiedli
h diese beidenArten sind zeigt ein Beispiel: Maximum (1.2) hat Srel = Θ(n2) aber
S = Θ(n).� E := S/p: E�zienz, bes
hreibt wie gut das Problem bei einem Algorith-mus auf alle Prozessoren verteilt wird und au
h Zeitverlust dur
h dieVerwaltung der Verteilten Bere
hnung. Ziel ist E ≈ 1 oder zumindest
E = Θ(1).Für einige randomisierte Algorithmen werden Laufzeits
hranken ni
htallgemein bewiesen. Oft lässt si
h nur beweisen, dass sie mit hoher Wahr-s
heinli
hkeit gelten. Für diesen Fall wird das Õ-Kalkül als Erweiterung des
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O-Kalküls eingeführt. De�niert wird es wie folgt:
f(n) ∈ Õ(g(n)) ⇔ ∀β > 0 : ∃c > 0, n0 > 0 : ∀n ≥ n0 : P [f(n) > cg(n)] ≤ n−βDas bedeutet also, dass f(n) dann mit hoher Wahrs
heinli
hkeit in O(g(n))liegt. Insbesondere wird die Wahrs
heinli
hkeit mit wa
hsendem n beliebiggroÿ.Um zu zeigen, dass f(n) ∈ Õ(g(n)) gilt, sind Cherno�-S
hranken häu�gnützli
h. Cherno�-S
hranken liefern eine Abs
hätzung für die Wahrs
hein-li
hkeit mit der X :=

∑

i Xi eine bestimmte Abwei
hung von seinem Erwar-tungswert errei
ht. Dabei sind Xi unabhängige Zufallsvariablen. Im Folgen-den sei 0 < ǫ < 1 und α > 1. Es gelten dann die Unglei
hungen:
P [X ≤ (1 − ǫ)E[X]] ≤ e−ǫ2E[X]/2

P [X ≥ (1 + ǫ)E[X]] ≤ e−ǫ2E[X]/2

P [X ≥ αE[X]] ≤ e(1− 1

α
−ln α)αE[X]1.6 KonventionDieses Skript bemüht si
h die Symbole in den folgenden Algorithmen ein-heitli
h zu verwenden. Im Allgemeinen haben sie die folgende Bedeutung:

p: Anzahl der PE
n: Anzahl der Elemente einer Eingabe, Na
hri
htenlänge bei Analyse vonKommunikation
N : Anzahl der Elemente pro Prozessor bei verteilter Eingabe (n = Np)Die Algorithmen werden in an C angelehntem Pseudo
ode bes
hrieben,erweitert um parallele Operationen:� parallel_for(...) bezei
hnet eine for-S
hleife, deren Iterationen überdie Prozessoren verteilt werden. O�ensi
htli
h ist dafür notwendig dassdie Iterationen unabhängig voneinander sind.� v�i bezei
hnet für verteilten Spei
her die Variable v auf dem Prozessormit Index i. Damit wird so implizit eine (ni
ht näher bes
hriebene)Kommunikationsoperation dargestellt.� 
on
urrently{ ... } with { ... } wird benutzt, um explizit dar-auf hinzuweisen, dass die (Kommunikations-)Operationen in beidenBlö
ken auf einem Prozessor parallel ausgeführt werden können.



1.7. PRAM-ALGORITHMEN 17Grundsätzli
h wird auf allen Prozessoren das glei
he Programm ausgeführt(single program multiple data, ni
ht zu verwe
hseln mit single instru
tionmultiple data). Damit die Symmetrie gebro
hen wird steht jedem Prozessorder eigene Index als Variable i zur Verfügung. Für einige Algorithmen mit

p = kd Prozessoren wird zugunsten der Ans
hauli
hkeit ein Index-Tupel ver-wendet. Die Prozessoren werden dann dur
h Tupel mit Werten in (Z/kZ)dbezei
hnet. Zur Verans
huli
hung kann man si
h in diesem Fall die Prozesso-ren in einem d-dimensionalen Gitter angeordnet vorstellen. Der Index wärendann die Koordinaten im Gitter.1.7 PRAM-AlgorithmenDie in diesem Abs
hnitt bes
hriebenen Algorithmen sind weniger von prak-tis
her Bedeutung. Stattdessen deuten sie die Mögli
hkeiten und Problemeder Parallelausführung an.1.7.1 Global ANDProblembes
hreibung: Gegeben ist ein Array von Bits: A[1..n], A[i] ∈
{0, 1}. Gesu
ht ist n∧

i=1

A[i] auf einer 
ommon CRCW PRAM.Algorithmus 1.1: Global ANDr e s u l t :=1 ;parallel_forea
h (i ∈ {1..n} ){i f (¬A[i]) r e s u l t :=0 ;} Erläuterungen: Für die folgende Analyse wird von der für PRAM ty-pis
hen Annahme ausgegangen, dass eine beliebige Anzahl Prozessoren ver-wendet werden kann, um ein Problem zu lösen. Da die S
hleifeniterationenunabhängig voneinander sind, lassen si
h so die n Iterationen über n Pro-zessoren verteilen, so dass für die Bere
hnung nur ein S
hritt nötig ist. Nunbleibt no
h der S
hreibzugri�, bei dem allerdings häu�g mehrere Prozessorenauf eine Spei
herstelle zugreifen müssen. Um die konstante Ausführungszeitzu erhalten, ist daher eine CRCW PRAM notwendig. Da nur eine 0 ges
hrie-ben werden soll und die Prozessoren si
h damit stets einig sind, rei
ht hierbereits eine 
ommon CRCW PRAM.

1.7. PRAM-ALGORITHMEN 18Analyse:

T (n) ∈ O(1) für p ∈ O(n)1.7.2 Theoretiker-MaximumProblembes
hreibung: Gegeben ist ein Array von Zahlen A[1..n] für dieauf einer 
ommon CRCW PRAM das Maximum bestimmt werden soll. DasErgebnis soll in M [1..n], M [i] ∈ {0, 1} ges
hrieben werden, wobei genau danneine 1 in M [i] steht, wenn A[i] ein maximales Element in A[1..n] ist, sonstsoll eine 0 eingetragen werden.Algorithmus 1.2: Theoretiker-Maximumparallel_forea
h ((i, j) ∈ {1..n}2 ){
B[1, j] := A[i] ≥ A[j] ;}parallel_forea
h ((i, j) ∈ {1..n}){
M [i] :=

n∧

j=1
B[i, j] ;} Erläuterungen: Hier wird wieder die Mögli
hkeit des PRAM-Modellsgenutzt eine beliebige Anzahl von Prozessoren zu verwenden, um das Pro-blem zu lösen. In diesem Fall brau
ht man gerade einmal zwei S
hritte, wenn

n2 Prozessoren zur Verfügung stehen. Die Prozessoren werden mit zweidi-mensionalen Indizes bezei
hnet, also mit Werten in Z/nZ
2. Zu bea
hten ist,dass in der zweiten S
hleife wieder n2 Prozessoren ausgelastet sind, da injeder der n Iterationen n Prozessoren für die Bestimmung von AND in ei-nem S
hritt (1.1) benötigt werden. Von diesem Algorithmus wird au
h dieNotwendigkeit einer CRCW PRAM geerbt.Analyse:

T (n) = O(1) für p ∈ O(n2)
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2 Lineare Algebra

2.1 MatrixmultiplikationProblembes
hreibung: Gegeben sind zwei Matrizen A = ((aij)) ∈ Rn×n,

B = ((bij)) ∈ Rn×n über einem Ring R. Bestimmt werden soll C = ((cij)) :=

A · B wobei cij :=
n∑

k=1

aik · bkj . Das Problem brau
ht sequentiell Θ(n3) Zeit,wobei die S
hranke verbessert werden kann, falls R kommutative Multiplika-tion bietet.2.1.1 Einfa
he ParallelisierungAlgorithmus 2.1: Verteilte Matrixmultiplikation Iparallel_for (i:=1 ; i < n ; i++){parallel_for (j :=1 ; j < n ; j++){

cij := n∑

k=1

aik · bkj ;}} Erläuterungen: Das ist die naheliegende Parallelisierung der Matrizen-multiplikation. Jedes PE bere
hnet hier die cij für einen Teil der i und j. Sinddie cij quadratis
h angeordnet, so ist die Breite n/
√

p und so viele Zeilen von
A bzw. Spalten von B werden für die Bere
hnung benötigt. Dass die quadra-tis
he Anordnung au
h die Anzahl der benötigten Zeilen/Spalten minimiert,ist naheliegend und damit liegt au
h die Untergrenze für die Kommunikationbei n · (n/

√
p) Na
hri
hten. Bei n2 Prozessoren sammelt jeder eine Zeile von
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A und eine Spalte von B und bestimmt einen Eintrag für die Ergebnismatrix.Hat man mehr Prozessoren, kann au
h die Summe für die Bere
hnung des
cij parallelisiert werden.Analyse:

T (n, p) ∈ Ω(Tbyte n2

√
p
)2.1.2 Matritzenmultiplikation na
h CannonAlgorithmus 2.2: Verteilte Matrixmultiplikation na
h Cannon//PE(i ,j )

k := (i + j) mod ñ ;
a := aik ;
b := bkj ;
cij := 0 ;for ( l := 0 ; l < ñ − 1 ; l++){

cij := cij + a · b ;
on
urrently{send a to PE(i ,(j + ñ − 1) mod ñ ) ;send b to PE((i + ñ − 1) mod ñ ,j ) ;}with{re
eive a′ from PE( i ,(j + 1) mod ñ ) ;re
eive b′ from PE((i + 1) mod ñ ,j ) ;}
a := a′ ;
b := b′ ;} Erläuterungen: Für den Anfang ist es lei
hter si
h vorzustellen p wäre

n2, es gäbe also so viele Prozessoren wie Einträge in den Matrizen. Die Pro-zessoren denkt man si
h nun in einem Torus der Gröÿe n × n angeordnet.Dementspre
hend soll ein Index-Tupel mit Werten in Z/nZ×Z/nZ verwen-det werden, um Prozessoren zu adressieren.Was in diesem Algorithmus nun errei
ht werden soll, ist das k in jedemS
hritt für jedes PE(i,j) so zu wählen, dass keine zwei Prozessoren gemeinsa-me Daten für die Bere
hnung von aik ·bkj brau
hen. Dazu müssen Prozessorenin der glei
hen Reihe/Spalte die Summation nur bei unters
hiedli
hen Indi-zes beginnen. Wenn also PE(0,0) im ersten S
hritt a00 · b00 bestimmt, wählt



2.1. MATRIXMULTIPLIKATION 21PE(0,1) a01 · b11 zuerst. Die Wahl k := (i + j) mod n für PE(i,j) erfüllt diegewüns
hte Bedingung als Wahl für den ersten S
hritt. In den FolgendenS
hritten kann nun jeder Prozessor ein neues k′ := (k + 1) mod n wählen.Tun das alle, so bleiben ihre relativen Unters
hiede erhalten und sie grei-fen immer no
h alle auf unters
hiedli
he Daten zu. Die Daten, die sie dabeibrau
hen, sind dann au
h gerade bei ihren Na
hbarn. Ein PE(i,j) brau
htdann das a von PE(i,(j + 1) mod n) und das b von PE((i + 1) mod n,j) fürden nä
hsten S
hritt. Das bedeutet, dass das a zyklis
h na
h links weiter-gerei
ht werden muss und ebenso das b zyklis
h na
h oben. Die Ergebnisseder Multiplikationen werden wie gewohnt aufsummiert. Na
h n S
hritten hatjeder Prozessor alle aik · bkj einmal bere
hnet und seine Summe ist damit dasgesu
hte cij .Nun hat man ni
ht immer n2 Prozessoren zur Hand und mö
hte deswegenvon dem hohen Bedarf wegkommen. Eine Feststellung, die hier dafür benutztwird ist, dass eine Matrix au
h in Teilmatrizen aufgeteilt werden kann, diewiederrum Elemente einer �groben� Matrix sind, wie es auf Bild 2.2a an-gedeutet wird. Die Matrixmultiplikation mit zwei sol
hen groben Matritzenliefert no
h immer das glei
he Ergebnis. Mit dieser Einsi
ht kann man au
hbei groÿen Matrizen so tun als hätte man n2 Prozessoren zur Verfügung,wenn man statt n ein neues ñ :=
√

p verwendet. Zur Vereinfa
hung neh-men wir weiterhin an, dass dass √
p eine �s
höne� Zahl ist und ñ n teilt.Dann ist nur no
h zu bea
hten, dass aus der elementaren Multiplikation eineMatrixmultiplikation auf n/ñ × n/ñ Matrizen wird.Eine s
höne Eigens
haft des Algorithmus ist, dass na
h der anfängli
henVerteilung jeder Prozessor si
h nur no
h die Daten für den nä
hsten S
hrittmerken muss. Das sind das Zwis
henergebnis der bisherigen Summe, ein aikund ein bkj. Damit müssen alle drei Matrizen nur einmal glei
hmäÿig über dieProzessoren aufgeteilt im Spei
her bleiben. Für die Ges
hwindigkeit ni
ht op-timal ist die Sequentielle Summe auf jedem Prozessor, wie man am folgendenAlgorithmus sieht.Analyse:

T (n, p) = T
oll(n/ñ, p) + ñTseq(n/ñ) + 2(ñ − 1)(Tstart + Tbyte(n/ñ)2)
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Abbildung 2.1: Beispiel für Matrixmultiplikation na
h Cannon2.1.3 Matrizenmultiplikation na
h Dekel Nassimi SahniAlgorithmus 2.3: Verteilte Matrixmultiplikation na
h DNSs t o r e aik in PE( i ,k ,1 ) ;s t o r e bkj in PE(1 ,k ,j ) ;PE( i ,k ,1) broad
asts aik to PEs(i ,k ,j ) f o r j ∈ {1..ñ} ;PE(1 ,k ,j ) broad
asts bkj to PEs( i ,k ,j ) f o r i ∈ {1..ñ} ;
ompute cikj :=aik · bkj on PE(i ,k ,j ) ; // l o k a l e Bere
hnungPEs(i ,k ,j ) forea
h (k ∈ {1..ñ}) 
ompute cij := ñ∑

k=1

cikj to PE(i ,1 ,j ) ;Erläuterungen: Bei diesem Algorithmus na
h Dekel Nassimi Sahni [3℄wird ni
ht mehr Zugri� auf die ganze Zeile/Spalte benötigt. Wie bei derMatrixmultiplikation na
h Cannon wird au
h hier ausgenutzt, dass si
h dieMatrix in Teilmatrizen aufspalten lässt. Bei diesem Algorithmus benutzt manaber ñ := 3
√

p und damit ñ3 in einem Würfel angeordnete Prozessoren. DieMatrixmultiplikation soll dann auf ñ× ñ Matrizen dur
hgeführt werden, de-ren Einträge Matrizen der Gröÿe n/ñ × n/ñ sind. Der Einfa
hheit halbersoll ñ n teilen. Es wird au
h hier aus der elementaren Multiplikation eineMatrixmultiplikation auf n/ñ × n/ñ Matrizen.



2.1. MATRIXMULTIPLIKATION 23

1 n
n/n

n

~

~...

(a) Aufteilung in Teil-matrizen i
j k

A

B

(b) DNS-AlgorithmusPhase I C
i

j k(
) DNS-AlgorithmusPhase IIAbbildung 2.2: Der DNS-AlgorithmusDer eigentli
he Algorithmus besteht aus zwei Phasen. In der ersten Phasewerden die aik · bkj für alle mögli
hen Indizes i, j und k auf vers
hiedenenProzessoren bereitgelegt. Das kann man si
h als dreidimensionalen Würfelmit den drei Indizes als Koordinaten vorstellen (vgl. Bild 2.2b). Der Pro-zessorindex wird dafür au
h angepasst, so dass die ñ3 Prozessoren dur
hKoordinaten in Z/ñZ×Z/ñZ×Z/ñZ bezei
hnet werden. Nun müssen au
hhier wie zuvor s
hon ñ Prozessoren auf das glei
he Datum zugreifen. Diesmalwird diese implizite Broad
ast-Operation dur
h eine explizite ersetzt, bei derdie nötigen Daten direkt im Würfel verteilt werden. Sind dann die Teilmatri-zen vorbere
hnet, wird cij :=
ñ∑

k=1

aik · bkj dur
h eine Reduktion entlang der
k-Dimension bestimmt (vgl. Bild 2.2
). Es sollte hier bea
htet werden, dassdie k als zusätzli
he Dimension ihren Spei
herbedarf haben. Dur
h diesenzusätzli
hen Faktor von Θ( 3

√
p) auf Platzbedarf, ist der Algorithmus wenigergeignet für groÿe Matrizen, aber in diesem Fall kommt es au
h ni
ht mehr aufKommunikation an. Gegenüber dem Cannon-Algorithmus kann hier Zeit ge-spart werden, da die nötigen Daten ni
ht na
h und na
h zu einem Prozessortropfen, sondern auf mehrere Prozessoren verteilt werden. Von diesen Pro-zessoren wird die Summe dann parallel bere
hnet, was die Kommunikationreduzieren kann.Analyse:

Tseq(n/ñ) + 2Tbroad
ast((n/ñ)2, ñ) + Tredu
e((n/ñ)2, ñ) ≈
3Tbroad
ast((n/ñ)2, ñ)

ñ= 3
√

p
 T (n, p) ∈ O(

n3

p
+ Tbyte n2

p2/3
+ Tstart log p)Eine wi
htige Erkenntnis, die man aus diesen Algorithmen zieht, ist, dassProbleme der Linearen Algebra mit vollbesetzten Matrizen häu�g s
hnellgelöst werden können, indem Matrizen in Teilmatrizen aufgeteilt werden,

2.1. MATRIXMULTIPLIKATION 24für die lokale Bere
hnungen ausrei
hen. Die Kommunikation bes
hränkt si
hdann auf wenige Broad
ast- und Redu
eoperationen, wo sonst ständig auffremde Daten zugegri�en werden müsste.
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3 Kommunikation

Ein ents
heidender Teil der Ausführungszeit von parallelen Algorithmenauf distributed Memory wird für kollektive Kommunikation verbrau
ht. Istein Problem ni
ht auf triviale Art parallelisierbar, so müssen die Prozes-soren irgendwann Daten austaus
hen. Die vers
hiedenen Arten kollektivenNa
hri
htenaustaus
hes sind Probleme, die so grundlegend sind, dass für sieglei
h zu Beginn Algorithmen und Zeits
hranken bespro
hen werden sollen,auf die si
h spätere Algorithmen immer wieder beziehen werden. Hier ni
htbespro
hen werden die Sammeloperation Gather und die umgekehrte S
atter-Operation. Gather ist verwandt mit der in diesem Kapitel bes
hriebenenRedu
e-Operation. Der Operator wäre dann Konkatenation der Na
hri
h-ten, was allerdings bedeutet, dass die Na
hri
htenlänge ni
ht konstant bleibt.Dur
h diese Änderung stellen si
h andere Anforderungen an Algorithmen, diere
htfertigen es als eine eigene Operation zu betra
hten. Dementspre
hendist S
atter die umgekehrte Operation die eine Na
hri
ht aufteilt und dieTeile glei
hmäÿig über die Prozessoren verteilt.3.1 ReduktionProblembes
hreibung: Gegeben ist ein assoziativer, aber ni
ht zwangs-läu�g kommutativer Operator ⊕, der in konstanter Zeit bere
hnet werdenkann. Zu bere
hnen ist ⊕i<nxi := (..((x0 ⊕ x1) ⊕ x2) ⊕ ... ⊕ xn−1).
3.1. REDUKTION 26Algorithmus 3.1: PRAM Binomialbaum-Reduktiona 
 t i v e := 1 ;for (0 ≤ k < ⌈log n⌉){i f ( a 
 t i v e ){i f ( b i t k o f i){a 
 t i v e := 0 ;} else i f ( i + 2k < n){

xi := xi ⊕ xi+2k ;}}} Erläuterungen: Die Grundidee hinter dem Algorithmus ist auf Bild3.1a dur
h einen S
haltkreis verans
hauli
ht, der das glei
he tut. Der S
halt-kreis für eine Eingabelänge n = 2k ist dann gerade ein Binärbaum der Tiefe

k = log n. Da der PRAM-Algorithmus glei
h funktioniert, ist das au
h seineLaufzeit. Die Verallgemeinerung auf beliebige n bedeutet nur einen unvoll-ständigen Teilbaum auf oberster Ebene, ma
ht den gesamten S
haltkreis alsonur eine Ebene höher.Den Namen hat der Algorithmus der Struktur der Beziehungen zwis
henden Kommunikationspartnern zu verdanken. Auf Abbildung 3.1
 stellen Kan-ten Kommunikation zwis
hen zwei Prozesoren im Laufe des Algorithmus dar.Der ⊕-Operator markiert die Kommunikation entlang der Kanten im jewei-ligen S
hritt. Diese Darstellung zeigt, dass die Kommunikationsbeziehungenzwis
hen Prozessoren die Form eines Binomialbaumes haben.Analyse: Für p = n:

T (n) ∈ O(log n)
S(n) ∈ O(n/ logn)
E(n) ∈ O(1/ logn)Die E�zienz leidet si
htli
h darunter, dass na
h jedem S
hritt die Hälfteder Prozessoren arbeitslos wird und der hohe Bedarf an Prozessoren ma
htihn au
h ni
ht praktikabler. Gegen beides kann etwas getan werden. Au
hhier gibt es eine Abbildung die die Idee verdeutli
hen soll, nämli
h Bild 3.1b.In diesem Fall werden die Elemente glei
hmäÿig über die Prozessoren ver-teilt, wo jeder Prozessor seinen Teil der Arbeit sequentiell erledigt. Da indiesem sequentiellen Blo
k alle Prozessoren voll ausgelastet sind, hat die Be-re
hnung dort E�zienz 1. Die gesamte E�zienz wird also dur
h den Anteil
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(
) KommunikationsstrukturAbbildung 3.1: Binomialbaum-Reduktion
3.1. REDUKTION 28der Binärbaum-Reduktion an der Bere
hnung bestimmt. Damit ist also für

n ≫ log p die E�zienz beinahe 1.Analyse: Für p Prozessoren und n ≥ p:
T (n) ∈ Tseq(n/p) + Θ(log p)

E(n) =
Tseq(n)

p(Tseq(n/p) + Θ(log p))
=

1

1 + O(log(p))/n
= 1 − Θ(

log p

n
)Bisher wurden nur Fälle betra
htet, in denen alle Prozessoren freien Le-sezugri� auf gemeinsamen Spei
her hatten. Nun soll untersu
ht werden, wassi
h auf einer Distributed Meomory Mas
hine (DMM) ändert.Algorithmus 3.2: DMM Binomialbaum-Reduktiona 
 t i v e := 1 ;

s := xi ;for (k := 0 ; k < ⌈log n⌉ ; k++){i f ( a 
 t i v e ){i f ( b i t k o f i){syn
−send s to PE i − 2k ;a 
 t i v e := 0 ;} else i f (i + 2k < n){re
eive s′ from PE i + 2k ;
s := s ⊕ s′ ;}}} Erläuterungen: Hier kommt nun Kommunikation hinzu, eine gute Ge-legenheit den Ein�uss der Modelle auf die Laufzeit zu untersu
hen. Hat manvollständige Verknüpfung, so besteht jeder der log p S
hritts aus Bere
hnungund einer Kommunikationsoperation, also einem Startup und dem Sendenvon einem Byte. Zuletzt soll no
h das BSP-Modell betra
htet werden. Aufden ersten Bli
k sieht Θ((l + g) log p) ni
ht anders aus als bei vollständigerVerknüpfung, do
h ste
kt in l ein logarithmis
her Faktor, also ist die Laufzeitmindestens log2 p.Analyse:Vollständige Verknüpfung: T (n) ∈ Θ((Tstart + Tbyte) log p)Lineares Array: T (n) ∈ Θ(p)Lineares Array mit Hardwarerouter: T (n) ∈ Θ((Tstart + Tbyte) log p)BSP: T (n) ∈ Θ((l + g) log p) = Ω(log2 p)
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n

0 1 2 p-1...

Abbildung 3.2: Broad
ast (s
hwarz) und Reduktion (rot)

3.2 Broad
astProblembes
hreibung: Ein PE (o.B.d.A der erste) sendet eine Na
hri
ht

M [1..n] der Länge n an alle anderen.Es gibt eine enge Beziehung zwis
hen Broad
ast und Reduktion, tat-sä
hli
h lassen si
h sogar alle Broad
astalgorithmen dur
h Umkehren derKommunikationsri
htung als Reduktionsalgorithmen für kommutative Ope-ratoren benutzen. Die meisten Algorithmen, die im Folgenden betra
htetwerden, funktionieren dann sogar mit ni
htkommutativen Operatoren.3.2.1 Binomialbaum-Broad
astAlgorithmus 3.3: Binomialbaum-Broad
asti f ( i > 0) re
eive M ;for (k := 0 ; (i >> k) mod 2 = 0 ; k++){i f ( i + 2k < p){send M to PE i + 2k ;}} Erläuterungen: Den Anfang ma
ht ein Algorithmus, der tatsä
hli
hs
hon so als Reduktionsalgorithmus betra
htet wurde (3.1). Au
h hier soll
3.2. BROADCAST 30
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Abbildung 3.3: Broad
ast mit Pipelinedie Baumstruktur herhalten um die Vorstellung zu erlei
htern. Diesmal be-ginnt die Broad
astoperation an der Wurzel und die Daten werden entlangder Kanten bis an die Blattknoten propagiert. Bei einer Na
hri
htenlängevon 1 ist es au
h ni
ht mögli
h die Daten s
hneller an alle Prozessoren zuübermitteln als es hier passiert. Nun ist es allerdings so, dass bei längerenNa
hri
hten die meisten Prozessoren ni
hts zu tun haben bis die ganze Na
h-ri
ht in einem anderen Teil des Baumes übermittelt wurde.Analyse:
T (n, p) = ⌈log p⌉ (Tstart + nTbyte)3.2.2 Lineare PipelineAlgorithmus 3.4: Lineare Pipelinep i e 
 e (j ) := M

[
(j − 1)n

k + 1..j n
k

] ;for (j := 1 ; j < k + 1 ; j++){
on
urrently{i f ( i = 0 ∨ j = k + 1) noop ( ) ;else re
eive p i e 
 e (j ) from PE i − 1 ;}with{i f ( i = p − 1 ∨ j = 0) then noop ( ) ;else send p i e 
 e (j − 1) to PE i + 1 ;}} Erläuterungen: Bei diesem Broad
astalgorithmus wird die Na
hri
htin k Paketen weitergegeben, wobei o.B.d.A. k|n angenommen wird. Wenn daserste Paket angekommen ist, brau
ht jedes weitere nur no
h einen S
hritt,
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hste Na
hri
ht s
hon vor der Tür wartet. Zwar ist die Zeit daserste Paket auszuliefern mit p − 1 ziemli
h ho
h, bei (relativ zur Prozes-sorzahl) sehr langen Na
hri
hten überwiegt aber, dass die Na
hri
htenlängeni
ht mehr so stark ins Gewi
ht fällt. Die Zeit, die die Übermittelung dauertist T (n, p, k) = (Tstart + n
k
Tbyte)(p+k−2) und hängt damit zunä
hst von derWahl von k, also der Zahl der Pakete ab. Optimal wird die asymptotis
heS
hranke aber bei

k =

√
n(p − 2)Tbyte

TstartBei der Laufzeit, die si
h dur
h diese Wahl ergibt, ist der Wurzelterm ge-gen die beiden anderen additiven Terme eher klein. Besonders zu bea
htenist au
h der Term pTstart, der si
h besonders bei groÿer Prozessoranzahl be-merkbar ma
ht.Analyse:

T (n, p) ≈ nTbyte + pTstart +
√

npTstartTbyte3.2.3 Binärbaum-Broad
astAlgorithmus 3.5: Pipelined Binary Tree Broad
astp i e 
 e (j ) := M
[
(j − 1)n

k + 1..j n
k

] ;for (j :=1 ; j < k ; j++){i f ( parent e x i s t s ) re
eive p i e 
 e (j ) ;i f ( l e f t 
 h i l d l e x i s t s ) send p i e 
 e (j ) to l ;i f ( r i gh t 
h i l d r e x i s t s )send p i e 
 e (j ) to r ;} Erläuterungen: Die beiden vorherigen Algorithmen zeigen bei extre-men Na
hri
htenlängen ihre Stärken. Dieser versu
ht nun beide in einen zuvereinen, der bei allen Na
hri
htenlängen vernünftige Ergebnisse liefert. DasZiel ist es, zu errei
hen, dass so viele Knoten wie mögli
h glei
hzeitig ausge-lastet sind. Die Na
hri
ht wird wie bei einer Pipeline in k Pakete aufgeteilt(wieder soll o.B.d.A. k|n gelten). Au
h in einer Baumstruktur erlaubt einesol
he Aufteilung, die Na
hri
ht bereits weiterzupropagieren, bevor sie kom-plett übermittelt ist. Um mögli
hst konsistent Daten weiterleiten zu können,wird au
h die Baumstruktur angepasst. Fibona

i-Bäume eignen si
h gut,da die Pakete ni
ht syn
hron an beide Kinder gesendet werden können. Der
3.2. BROADCAST 32

Abbildung 3.4: Pipelined Binary Tree Broad
astents
heidende Vorteil der Fibona

i-Bäume ist die Invariante, dass von je-dem Knoten aus der Höhenunters
hied der Teilbäume mit den Kindern alsWurzeln gerade eins beträgt. Der Tiefenunters
hied glei
ht gerade diese Ver-zögerung von einem S
hritt aus, mit der der re
hte Teilbaum das erste Paketbekommt. Anders als beim Binomialbaum-Broad
ast werden die Pakete voneiner Wurzel au
h nur no
h an zwei Kinder weitergeleitet, ein Paket abwe
h-selnd an beide. Diese Änderung hat zur Folge dass die Kommunikation nundie Struktur eines Binärbaumes hat.Ein Kommunikationss
hritt, bei dem jeder Prozessor einem der Kindereine Na
hri
ht sendet, kostet n
k
Tbyte + Tstart Zeit. Eine S
hleifeniteration imAlgorithmus bei Halbduplex enthält drei dieser Kommunikationss
hritte undzwei bei Vollduplex. Es dauert j S
hritte bis das erste Paket in S
hi
ht jverteilt ist. Für die Zahl pj der Prozessoren in einem Baum mit Höhe j gilt:

pj ≈
3
√

5 + 5

5(
√

5 − 1)
Φj ≈ 1.89Φj wobei Φ = 1+

√
5

2

der goldene S
hnitt ist.Damit ist die Tiefe d des Baumes ungefähr logΦ p. So lange dauert es alsoau
h, bis das erste Paket alle Prozessoren errei
ht hat. Jedes weitere Paketbrau
ht wie zu Beginn festgestellt drei S
hritte bei Halbduplex und zwei beiVollduplex. Für die Gesamtzeit gilt also

T (n, p, k) ≈ (n
k
Tbyte + Tstart)(d + 3k − 3)in Halbduplex bzw.
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T (n, p, k) ≈ (n
k
Tbyte + Tstart)(d + 2k − 2)in Vollduplex. Dabei wird hier nur der Fall vollständiger Fibona

ibäumebetra
htet, für allgemeine p kann aber au
h immer der nä
hstgröÿere Baumgewählt und zure
htges
hnitten werden. Die Abhängigkeit von k lässt si
hwieder dur
h Optimieren entfernen:Halbduplex:

k =

√

n(d − 3)Tbyte

3TstartVollduplex:

k =

√

n(d − 2)Tbyte

3TstartAnalyse: Halbduplex:

T (n, p) :≈ 3nTbyte + Tstart logΦ p +
√

3n logΦ pTstartTbyteVollduplex:

T (n, p) :≈ 2nTbyte + Tstart logΦ p +
√

2n logΦ pTstartTbyte3.2.4 23-Broad
astAlgorithmus 3.6: 23-Broad
asti f ( root p ro
e s s ){for (j :=1 ; j < k ; j = j + 2){send p i e 
 e (j + 0) a long edge l a b e l l e d 0 ;send p i e 
 e (j + 1) a long edge l a b e l l e d 1 ;}} else {

r := k ;

s := −1 ;while (r > 0 ∨ s ≥ 0){

t := −1 ;
on
urrently{i f ( re
eive p i e 
 e (j ) over edge l a b e l l e d bas inne r node ){
t := j ;

r := r − 1 ;

3.2. BROADCAST 34}i f ( re
eive p i e 
 e (j′ ) over edge l a b e l l e d 1 − bas l e a f ){

r := r − 1 ;}}with{i f (s ≥ 0){send p i e 
 e (s) a long edge l a b e l l e d b ;send p i e 
 e (s) a long edge l a b e l l e d 1 − b ;}}

s := t}} Erläuterungen: Ein Problem, das bisher alle Baumalgorithmen gemein-sam hatten, war, dass au
h mit Pipelining die Knoten wenig zu tun hatten.Selbst wenn bereits Pakete im ganzen Baum verteilt waren, konnte ein Kno-ten nur in jedem zweiten S
hritt etwas empfangen und als Blattknoten wardas zudem die einzige Tätigkeit. Allerdings ist es so, dass es in einem vollstän-digen Binärbaum ungefähr genausoviele innere Knoten gibt, wie Blattknoten.Da hat man nun Knoten von denen nur die Hälfte in einem S
hritt Paketeempfängt und die Hälfte aller Knoten sind Blattknoten die ni
hts senden,wieso sollten also die Blattknoten ni
ht in jedem S
hritt Pakete an die Kno-ten senden, die ni
hts zu empfangen haben? Konkret wird dies hier realisiertindem man zwei Bäume aufbaut (�two t(h)ree�-Algorithmus). Knoten, die ineinem Baum innere Knoten sind, übernehmen im zweiten Baum die Rolle vonBlattknoten und umgekehrt. Der Knoten, der die Na
hri
ht zu Beginn hat,ist in den Bäumen ni
ht enthalten, sondern s
hi
kt die Pakete an die beidenWurzeln. Die Hälfte der k Pakete wird dann über einen Baum gesendet. Dierestli
hen Pakete werden über den anderen Baum vers
hi
kt. Natürli
h lässtsi
h diese Konstruktion au
h für Prozessorzahlen verallgemeinern, die kei-nen vollständigen Binärbaum bilden können. Dafür brau
ht man nur Knotenso abzus
hneiden dass die Bäume abwe
hselnd kleiner werden, so dass derGröÿenunters
hied stets hö
hstens 1 ist.Die Kanten in den Bäumen bekommen jeweils das Label 0 oder 1. DieLabels lassen si
h so wählen, dass für jeden Knoten die Eingangskanten inden beiden Bäumen vers
hiedene Labels haben und au
h die Ausgangskantenin dem Baum, in dem der Knoten kein Blatt ist. So kann jeder Prozessorabwe
hselnd beide 0- und beide 1-Kanten benutzen und so in jedem S
hritteine Na
hri
ht empfangen und eine senden. Da das für alle Prozessoren gilt,
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(b) Hilfsgraph zur Bestimmung der La-belsAbbildung 3.5: 23-Broad
astist so jeder Prozessor voll ausgelastet, wenn alle Prozessoren in den BäumenNa
hri
hten haben und sie über Kanten mit glei
hem Label austaus
hen.Um zu zeigen, dass es eine sol
he Wahl für die Labels gibt, wollen wir einenHilfsgraphen konstruieren. In diesem lässt si
h diese Wahl gut bestimmen,da sie dort einer Zwei-Färbung der Kanten entspri
ht. Hierfür werden dieKnoten verdoppelt. Jeder, bis auf den Knoten, der die Na
hri
ht verteilt(der ja nur als Sender agiert), ist einmal als Sender und einmal als Empfängervorhanden. Entspre
hend dieser Einteilung der Rollen, gehen die Kanten nunimmer zu dem Knoten, dessen Rolle und Nummer mit der des Knotens imBaum übereinstimmt (ein Beispiel �ndet si
h in Abbildung 3.5b). Es gibtzwei Knoten, die jeweils nur ein Kind in ihren Bäumen haben statt zweiKinder. Dementspre
hend haben diese beiden Knoten als einzige Grad 1 alsSender. Da alle anderen Grad 2 haben, existiert ein Pfad zwis
hen diesenbeiden Knoten. Bei diesem Pfad ist es lei
ht eine Zwei-Färbung zu �ndenindem man die Kanten abwe
hselnd mit 0 und 1 kennzei
hnet. Entfernt mandiesen Pfad, so können nur no
h Kreise übrigbleiben. Nun ist der Graphbipartit, also haben sie gerade Länge und können damit ebenfalls in zweiFarben gekennzei
hnet werden. Diese Zweifärbung bedeutet, dass an keinemKnoten zwei Kanten mit glei
hem Label liegen. Sowohl beim Senden als au
hbeim Empfangen haben die Kanten also unters
hiedli
he Labels, was geradegesu
ht war.

3.2. BROADCAST 36Na
hdem nun klar ist, dass der Algorithmus zumindest immer mögli
hist, soll seine Laufzeit betra
htet werden. Es dauert 2j S
hritte, bis jederProzessor in S
hi
ht j mindestens ein Paket erhalten hat. Es gibt insgesamt
d := ⌈log(p + 1)⌉ S
hi
hten. Wenn die erste Na
hri
ht im Baum propagiertist, dauert es 2 S
hritte um 2 weitere Pakete an ihr Ziel zu bringen.

T (n, p, k) ≈ (n
k
Tbyte + Tstart)(d + k − 1)Wieder wollen wir die Abhängigkeit von k dur
h asymptotis
h optimaleWahlbeseitigen und wählen für die Analyse

k =

√
n(2d − 1)Tbyte

TstartAnalyse:
T (n, p) ≈ nTbyte + 2 log pTstart +

√
2n log pTstartTbyte3.2.4.1 ImplementierungsdetailsBei der Bes
hreibung wurde nur die Existenz sol
her Bäume und einer geeig-neten Färbung gezeigt. Dabei soll es ni
ht bleiben, denn für eine Implemen-tierung müssen diese Bäume au
h s
hnell bestimmt werden können. Ebensomuss ein Knoten s
hnell heraus�nden können, wel
he Labels die ein- undausgehenden Kanten haben.Von Jo
hen Spe
k stammt ein Algorithmus, der es erlaubt für einen Kno-ten das Label der eingehenden Kante im oberen Baum zu bestimmen. Hatman diese Information für den Knoten selbst und einen Kindknoten, so istder Rest lei
ht zu bestimmen.Algorithmus 3.7: 23 In
oming Edge ColorinEdgeColor (p , i , h){i f ( i i s root o f T1 ) return 1 ;while ((i bitand 2h) = 0)h++;i f ((2h+1 bitand i = 1) ∨ i + 2h > p) i′ := i − 2h ;else i′ := i + 2h ;return inEdgeColor (p , i′ , h) xor (p/2 mod 2) xor (i′ > i) ;}



3.2. BROADCAST 37Dieser Algorithmus bestimmt für gegebene Prozessorzahl p das Label dereingehenden Kante von Prozessor i im oberen Baum. Grob nutzt er die Struk-tur der Färbung aus und steigt rekrusiv im Baum auf um über die eingehendeKante der Elternknoten die eigene Färbung zu bestimmen.Bisher wurde stets das Duplex-Modell angenommen, was daran liegt, dasses ni
ht klar ist, ob es überhaupt sinnvoll mögli
h ist, den Algorithmus di-rekt zu portieren. Alle Kanten müssten dafür in vier statt zwei Farben ge-färbt werden. Ob es hier überhaupt stets mögli
h ist, ist no
h o�en. EineImplementierung mit der doppelten Anzahl der Prozessoren, die dann in vierS
hritten zwei S
hritte des Duplexmodells simulieren, ist aber mögli
h.3.2.4.2 Fibona

ibäumeDer zuvor bes
hriebene Binärbaum-Algorithmus hat � anders als der 23-Algo-rithmus � ni
ht vollständige Binärbäume als Anordnung benutzt, sondern Fi-bona

ibäume. Von der Struktur würden au
h die Bäume im 23-Algorithmuspro�tieren. Da vollständige Fibona

ibäume aber ein anderes Verhältnis voninneren Knoten zu Blättern haben, müssen sie zunä
hst geeignet angepasstwerden, bevor sie für den 23-Algorithmus benutzt werden können. Aufge-baut werden diese abges
hnittenen Fibona

ibäume in mehreren S
hritten.Zunä
hst soll geklärt werden, wie der Baum aussieht. Im Folgenden soll dergröÿere Teilbaum immer der linke sein. Um die nä
hsten S
hritte zu verdeut-li
hen, soll au
h der Begri� einer Ebene eingeführt werden. Die Wurzel soll inEbene 1 liegen, von jedem Knoten in Ebene i aus hat der linke KindknotenEbene i + 1 und der re
hte Kindknoten Ebene i +2. Bei einem vollständigenBaum wären dann also alle Blätter dur
h diesen Unters
hied zwis
hen denTeilbaumwurzeln in der glei
hen Ebene. Desweiteren folgt aus der Strukturdes Fibona

ibaumes, dass in Ebene i genau Fi Knoten sind, wobei Fi die
i-te Fibona

izahl ist.Im ersten S
hritt soll dann eine Nummerierung und eine Färbung gene-riert werden. Die Färbung hat dabei im Wesentli
hen den Sinn zu unters
hei-den, ob ein Knoten über den oberen Baum Pakete in einem geraden, oderin einem ungeraden Takt bekommt. Es gibt Knoten, die in geraden Tak-ten Pakete über den oberen Baum erhalten und in ungeraden Takten überden unteren Baum, sowie Knoten, bei denen es gerade umgekehrt ist. Die-se Aufteilung wird dur
h die Färbung repräsentiert. Die vers
hiedenfarbigenKnoten werden hier separat nummeriert, weil aus naheliegenden Gründenkein Knoten in beiden Bäumen vers
hiedene Farben haben kann. Gefärbtwerden die Knoten jeder ungeraden Ebene weiÿ und die jeder geraden Ebe-ne s
hwarz. Die Nummerierung erfolgt zeilenweise, die Knoten in Ebene i
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i-Bäumewerden mit den Zahlen Fi−1 bis Fi+1 − 1 dur
hnummeriert. Das sind genau

Fi = Fi + Fi−1 − Fi−1 = Fi+1 −Fi−1 Zahlen. Die Zuordnung erfolgt zunä
hstna
h der Ebene des Elternknotens und bei glei
her Ebene na
h der Nummer,die der Elternknoten trägt. Es bekommt also ein Knoten, dessen Elternk-noten die kleinere Ebenennummer hat, als der eines anderen, eine kleinereNummer zugewiesen. Ebenso wird bei Elternknoten in der glei
hen Ebene derKnoten die kleinere Nummer erhalten, dessen Elternknoten bereits die klei-nere Nummer hat. Ein Beispiel für einen auf diese Weise aufgebauten Baumist in Abbildung 3.6a zu sehen. Invariant ist, dass die Kinder von jedem Kno-ten glei
he Nummer, aber vers
hiedene Farbe haben. Au
h zu bea
hten ist,dass in jeder Farbe alle Zahlen, bis zu der gröÿten im Baum vorhandenen,au
h vorkommen. Die Indizes lassen si
h au
h in Abhängigkeit von der Ebe-ne und davon, ob der jeweilige Knoten ein linkes oder ein re
htes Kind ist,bestimmen.Im zweiten S
hritt soll der Baum nun so gekürzt werden, dass es genau-soviele Blätter gibt, wie innere Knoten. Dazu werden eine Zahl b und eineZahl w bere
hnet. Es bleiben im fertigen Baum nur Knoten erhalten, derenIndex kleiner oder glei
h b ist, wenn die Knoten s
hwarz sind und kleiner als
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w, wenn sie weiÿ sind. Die Formel für b und w in Abhängigkeit der Gesamt-knotenzahl p soll nur angegeben, aber ni
ht bewiesen werden:

b :=







p − 2F2i − 1 falls F2i+2 + F2i ≤ p < F2i+2 + 2F2i⌊
1
2
(p + F2i−1 − 1)

⌋ falls F2i+2 + 2F2i ≤ p < F2i+3 + F2i+1

2F2i+1 − 1 falls F2i+3 + F2i+1 ≤ p < F2i+3 + 2F2i+1⌊
1
2
(p − F2i − 1)

⌋ falls F2i+3 + 2F2i+1 ≤ p < F2i+4 + F2i+2

w :=







2F2i + 1 falls F2i+2 + F2i ≤ p < F2i+2 + 2F2i⌊
1
2
(p − F2i−1 + 2)

⌋ falls F2i+2 + 2F2i ≤ p < F2i+3 + F2i+1

p − 2F2i+1 + 1 falls F2i+3 + F2i+1 ≤ p < F2i+3 + 2F2i+1⌊
1
2
(p + F2i + 2)

⌋ falls F2i+3 + 2F2i+1 ≤ p < F2i+4 + F2i+2Wi
htig dabei ist, dass dur
h die zuvor bestimmte Wahl der Farben undNummern für die Knoten immer eine passende Anzahl von Blattern und inne-ren Knoten übrigbleibt. Ebenfalls si
hergestellt wird, dass für keinen Knoten,der no
h im Baum bleibt, der Elternknoten entfernt wird (was ja wegen derunters
hiedli
hen Farben zu befür
hten wäre). Dabei beginnt die Nummerie-rung für weiÿ bei 0 und die für s
hwarz bei 1, daher sind dann b s
hwarze und

w weiÿe Knoten übrig. Ein Beispiel ist in Abbildung 3.6a zu sehen, wo dieKnoten dur
h eine gestri
helte Line markiert sind, die abges
hnitten werdenwürden. In diesem Beispiel ist p = 15 also b = 8 und w = 7. Es werdendort somit alle s
hwarzen Knoten mit Nummer gröÿer als 8 und die weiÿenmit Nummer gröÿer oder glei
h 7 abges
hnitten. Es bleibt ein Baum mit 15Knoten übrig. Der s
hwarze Knoten mit Nummer 8 bleibt als a
hter Knotenim Baum, der weiÿe Knoten mit der Nummer 7 wird entfernt, weil er wegender 0 der a
hte weiÿe Knoten ist.Diese Konstruktion ist so gewählt, dass si
h im dritten S
hritt der dualeBaum lei
ht bere
hnen lässt. Die Abbildung, die als f(x) := w − 1 − x fürweiÿe Knoten und f(x) := b + 1− x für s
hwarze Knoten de�niert ist, lieferteine Permutation der Nummern im Baum. Anwendung dieser Abbildung aufalle Knoten des bes
hriebenen Baumes liefert einen Baum, in dem Blätterund innere Knoten vertaus
ht sind. Das liegt daran, dass der zuvor de�nierteBaum die Knoten mit den gröÿten Nummern für jede Farbe in den Blätternhat. Nun da die Bäume aufgebaut sind, muss nur no
h die fertige Numme-rierung erfolgen, die nur no
h daraus besteht, dass auf die Nummern allerweiÿen Knoten die Anzahl b der s
hwarzen Knoten addiert wird. Ein na
hdiesem Prinzip aufgebauter Baum ist in Abbildung 3.6
 dargestellt. Bei dertatsä
hli
hen Umsetzung wird der Prozessor, der zu Beginn die Daten hat,herausgenommen und die Bäume werden nur mit den anderen Prozessoren
3.2. BROADCAST 40aufgebaut. Die Pakete werden dann abwe
hselnd an die Wurzeln der beidenBäume gesendet.3.2.4.3 23-ReduktionWie jeder Broad
astalgorithmus lässt si
h der 23-Broad
ast au
h für Re-duktion verwenden. Will man jedo
h vom Pipelining pro�tieren, so mussdie bei der Reduktion vewendete Operation auf einzelnen Paketen de�niertsein. Das ist beispielsweise der Fall, wenn in jedem Paket Elemente eines

d-dimensionalen Vektors übertragen werden wobei k|d gelten sollte. Dannkönnen tatsä
hli
h beide Teilbäume parallel eine lei
ht abgeänderte Formder Binomialbaum-Reduktion dur
hführen. Abgeändert insofern als dass je-der Prozessor nun das eigene Element mit denen der zwei Kinder verknüpftund dann na
h oben weiterrei
ht. Um die Kommutativität zu erhalten müs-sen die Bäume dann au
h so gewählt werden, dass die Prozessor-Indizes ge-rade einer In-Order-Nummerierung in beiden Bäumen entspre
hen (das istbeispielsweise in Abbildung 3.5a der Fall).3.2.5 ESBT-Broad
ast
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step: Abbildung 3.7: ESBT-Broad
astDer hier nur in Grundzügen bes
hriebene Algorithmus ist � wie der vorhe-rige � optimal, verlangt aber Hyper
ube als Netzwerk. Statt Vollduplex funk-tioniert er au
h im Telefonmodell, Halbduplex bringt aber weiterhin einenFaktor 2 ein.Er funktioniert, indem d Binomialbäume in den d-dimensionalen Hyper-würfel (minus dem 0-Knoten) eingebettet werden. In jedem S
hritt wird dazu



3.2. BROADCAST 41ein Paket von jedem Knoten aus in eine andere der d vers
hiedenen Dimen-sionen vers
hi
kt, wenn es dort no
h ni
ht angelangt ist. Sieht man die Hin-und Rü
kri
htung zwis
hen zwei Knoten als vers
hiedene Kanten an, so zeigtsi
h, dass so Binomialbäume entstehen, deren Wurzeln die d Na
hbarknotendes 0-Knotens des Hyperwürfels sind. Sie haben in diesem Fall au
h keine ge-meinsamen Kanten, weswegen sie als Edge-disjoint Spanning BinomialTreesbezei
hnet werden. Als Beispiel ist in Abbildung 3.7 der ESBT-Graph für Di-mension 3 dargestellt. Da die Na
hri
hten in jedem S
hritt nur über Kantenin eine Ri
htung gesendet werden, gibt es hö
hstens eine eingehende und eineausgehende Na
hri
ht, wenn zwei in dieser Ri
htung bena
hbarte Prozesso-ren ihre unters
hiedli
hen Na
hri
hten austaus
hen. Insgesamt können alsoPakete die Bäume unabhängig voneinander ungehindert traversieren.Wenn man also k Pakete hat (wie immer soll k|n gelten), so wird injedem S
hritt ein Paket an eine der Wurzeln na
h dem Round-Robin-Prinzipges
hi
kt. Wenn eine Wurzel eines der Pakete hat, so brau
ht der Baum dS
hritte bis das Paket alle Blätter errei
ht hat. Da das au
h für den Baumgilt, der na
h k S
hritten als letzter ein Paket erhält und die Bäume einanderni
ht in die Quere kommen, ist na
h k +d S
hritten die Na
hri
ht im Würfelverteilt. Die Zeit ist also

T (n, p, k) = (k + d)
(
Tstart + n

k
Tbyte)Wie für alle paketbasierten Algorithmen lässt si
h au
h hier k so wählen,dass es für die Analyse optimal ist:

k =

√
ndTbyte

TstartAnalyse:

T (n, p) = nTbyte + dTstart +
√

ndTstartTbyteDa s
hon einige Algorithmen für Broad
ast eingeführt wurden, lohnt si
han dieser Stelle ein Überbli
k, um herauszu�nden, wann wel
her Algorithmussinnvoll ist und weshalb man selbst einen eigenen Algorithmus implementie-ren sollte. Beim letzten Punkt sollte man si
h bewusst sein, dass viele Biblio-theken kein Pipelining in ihren Implementierungen kollektiver Operationennutzen. Spielen kollektive Operationen eine wi
htige Rolle für die Laufzeitdes Algortihmus, lohnt si
h eine eigene Implementierung oft.In der Realität sind Parameter, beispielsweise die Anzahl der Pakete kau
h ni
ht so lei
ht zu wählen, wie es bei der Abs
hätzung no
h getan wird.
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Abbildung 3.8: Übersi
ht über die Broad
astalgorithmenGanz abgesehen von der Rundung, wurde zuvor k in Abhängigkeit von Tbytegewählt, do
h dieses muss für eine Mas
hine ni
ht konstant sein. Oft wird so-gar abhängig von der Na
hri
htenlänge zwis
hen Protokollen umges
haltet,weshalb lineare Abhängigkeit eine Vereinfa
hung ist. Eine weitere Vereinfa-
hende Annahme, die zuvor getro�en wurde war, dass Senden und Empfan-gen beide Partner glei
h viel Zeit kostet. Wenn Empfangen länger dauertkann in einem Fibona

ibaum der Verzweigungsgrad erhöht werden. Damitsoll si
hergestellt werden, dass alle Pakete no
h immer ungefähr glei
hzeitigdie Blätter errei
hen.Nun bleibt no
h die Frage wel
her Algorithmus si
h in wel
her Situationlohnt. Wie bereits bei der Bes
hreibung der beiden Algorithmen erwähnt,ist für kurze Na
hri
htenlängen der Binomialbaum besonders s
hnell; ebensolineare Pipeline für wenige Prozessoren aber sehr lange Na
hri
hten. In die-sen Extremfällen pro�tieren die Algorithmen davon, dass sie relativ geringenOverhead haben und verglei
hsweise einfa
h zu implementieren sind. Kenntman die Anforderungen im Voraus ni
ht, beispielsweise weil der Algorithmusfür eine Bibliothek bestimmt ist, so bietet si
h der 23-Broad
ast an, da erin allen Fällen solide Ergebnisse liefert. Der Binärbaum-Broad
ast ist beilangen Na
hri
hten s
hwä
her als 23-Broad
ast, bei sehr kurzen ist Binomi-albaum s
hneller. Zwar ist das Intervall in dem der Binärbaum-Algorithmengegenüber beiden im Vorteil ist eher klein, do
h nimmt der Zeitaufwand fürden Binomialbaum-Algorithmus mit der Na
hri
htenlänge sehr s
hnell zu, sodass si
h im Zwifelsfall der Binärbaum-Broad
ast eher lohnt. Eine Übersi
htüber alle betra
hteten Algorithmen �ndet si
h in Abbildung 3.8.
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inklusiv

exklusiv

n

0 1 2 p-1...
n Abbildung 3.9: Prä�xsumme3.3 Prä�xsummeProblembes
hreibung: Gesu
ht ist für jeden Prozessor i die Prä�xsumme

x�i := ⊕i′≤im�i, das heiÿt jeder Prozessor erhält die Summe über die Ele-mente m der Prozessoren mit kleinerem Index. Die aufsummierten Elemente

m können au
h Vektoren von n Bytes Länge sein. Es ist von exklusiver Prä-�xsumme die Rede wenn das eigene Element ni
ht berü
ksi
htigt wird, diePrä�xsumme heiÿt inklusiv, wenn au
h das eigene Element in die Summe mitaufgenommen wird. Der Unters
hied ist für Algorithmen jedo
h unerhebli
h.Wie bereits bei Broad
astalgorithmen bietet si
h für groÿe n und kleine pwieder eine Pipeline (3.4) an. Die Prozessoren initiieren dann einen Ergeb-nisvektor mit ihren Daten und addieren die ankommenden Pakete bevor sieden entspre
henden Abs
hnitt weiterleiten. Algorithmen für Prä�xsummen -wie au
h Reduktionsalgorithmen - pro�tieren sogar stärker von Pipelining alsBroad
astalgorithmen. Wie bei Broad
ast erhält man aber einen pTstart-Termin der Laufzeit.3.3.0.1 HyperwürfelAlgorithmus 3.8: Hyper
ube Pre�x Sum
x := m ;

σ := m ;for (k :=0 ; k < d − 1 ; k++){

y := σ�(i ⊕ 2k) ;

σ := σ ⊕ y ;i f ( b i t k o f i)x := x ⊕ y ;} Erläuterungen: Der Algorithmus lässt si
h motivieren indem man si
h
3.3. PRÄFIXSUMME 44

100

000 001

101

010 011

110 111

100

000 001

101

010 011

110 111

i

x

σ

100

000 001

101

010 011

110 111

100

000 001

101

010 011

110 111Abbildung 3.10: Hyper
ube-Prä�xsumme



3.3. PRÄFIXSUMME 45eine rekursive Bestimmung der Prä�xsumme in Hyperwürfeln wie folgt über-legt. Ein Hyperwürfel der Dimension d kann in zwei Hyperwürfel der Dimen-sion d−1 zerlegt werden, wobei ein Teilgraph dann aus allen Knoten bestehtderen Index mit 0 beginnt und der andere aus allen mit einer 1 am An-fang. Diese beiden sollen hier 0-Teilwürfel bzw. 1-Teilwürfel heiÿen. Ist diePrä�xsumme in beiden Teilwürfeln als unabhängigen Teilgraphen für alleKnoten bekannt, so fehlt dem 1-Würfel no
h die Summe über alle Elementeim 0-Teilwürfel. Da alle Knoten im 0-Würfel im vollständigen Hyperwürfelkleineren Rang haben als jeder Knoten im 1-Würfel, rei
ht es die Gesamt-summe im 0-Würfel zu kennen und es wird ni
ht einmal Kommutativitätvon ⊕ verlangt. Es rei
ht also, wenn im 0-Würfel für alle Knoten die ei-gene Prä�xsumme und die Gesamtsumme im Teilwürfel bekannt ist, damitalle Knoten im 1-Würfel jeweils vom Knoten mit entspre
hendem Index dieGesamtsumme beziehen können. Kennen die Knoten im 1-Würfel au
h dieGesamtsumme in ihrem Teilwürfel können sie au
h die Teilsummen mit den

0-Knoten austaus
hen und so kennen alle Knoten die Gesamtsumme imWür-fel. Daraus wird klar, dass der Algorithmus si
h rekursiv ausführen lässt bisdie Teilwürfel jeweils aus zwei Knoten bestehen, für die si
h die Prä�xsum-men und die Teilwürfelsummen lei
ht bestimmen lassen.Der oben aufgelistete Algorithmus funktioniert na
h genau diesem Prin-zip, indem er bei eindimensionalen Würfeln beginnt und induktiv die Summefür den d-dimensionalen Würfel na
h dem bes
hriebenen Verfahren konstru-iert. Ein Beispiel �ndet si
h in Abbildung 3.10 Bei der Laufzeit fällt positivdie Verbesserung von p auf log p als Faktor für Tstart auf. Auf der anderenSeite steht ein Faktor von n log p auf Tbyte. Dieser Term si
h au
h ni
ht dur
hPipelining drü
ken, da alle Prozessoren stets bes
häftigt sind.Analyse:

T (n, p) = (Tstart + nTbyte) log p3.3.0.2 Pipeline-Binärbaum-Prä�xsummeAlgorithmus 3.9: Pipelined Binary Tree Pre�x Sum
k := 0 ;for (k := 0 to n − 1){re
eive mk from l e f t 
h i l d ;

xk := mk ⊕ xk ;re
eive mk from r i gh t 
h i l d ;send mk ⊕ xk to parent ;

3.3. PRÄFIXSUMME 46}for (k := 0 ; k < n − 1 ; k++){

mk := 0 ;i f ( parent e x i s t s ){re
eive mk from parent ;}send mk to l e f t 
h i l d ;send mk ⊕ xk to r i gh t 
h i l d ;} Erläuterungen: Der Algorithmus setzt zunä
hst voraus, dass die Pro-zessoren in einem Fibona

i-Baum angeordnet sind und zusätzli
h in�x-Nummerierung vorliegt. Das bedeutet insbesondere, dass von jedem Knotenaus im linken Teilbaum nur Prozessoren mit kleinerem Index sind und imre
hten nur Prozessoren mit gröÿerem Index. Für die Prä�xsumme bedeutetdas zunä
hst dass ein Prozessor alle Elemente aus dem linken Teilbaum benö-tigt. Dazu muss jeder Knoten die Summe beider Teilbäume mit dem eigenenElement na
h oben weiterrei
hen. Selbst behalten muss er nur die Summevon linkem Teilbaum und dem eigenen Element. Diese Bere
hnung entspri
htder ersten Phase der Algorithmus, der �Aufwärtsphase� (siehe au
h Abbil-dung 3.11a). Jedem re
hten Teilbaum fehlt zu diesem Zeitpunkt das Wissenüber die Elemente im linken Teilbaum. Da der Index aller Prozessoren dortkleiner ist, rei
ht bereits die Summe, die in der Wurzel beider Teilbäumeals Ergebnis der Aufwärtsphase gespei
hert ist. Diese Phase, in der jederProzessor in beiden Teibäumen die no
h fehlende Teilsumme weiterpropa-gert, die er vom Elternknoten erhält und für seinen re
hten Teilknoten no
hdie gespei
herte Summe im linken Teilbaum aufaddiert, wird hier na
h derRi
htung des Informations�usses als �Abwärtsphase� bezei
hnet (siehe au
hAbbildung 3.11b).Teilweise lassen si
h die Phasen au
h überlappen. In der Aufwärtsphasewerden zwei Pakete von den Kindern empfangen und eines gesendet, waszwei S
hritte im Duplex-Modell kostet. In der Abwärtsphase wird ein Pa-ket empfangen und dann werden zwei an die beiden Kinder gesendet, au
hwieder in zwei S
hritten. Die beiden Phasen hintereinander dauern damitvier S
hritte. Sind die benötigten Pakete an den Na
hbarknoten vorhanden,rei
hen für die zwei Phasen drei Kommunikationss
hritte und es wird sogarnur das Telefonmodell verlangt. In einem S
hritt kann ein Paket na
h obengesendet werden und ein Paket aus einem früheren Teil der Abwärtsphaseempfangen. Das empfangene Paket kann in den folgenden S
hritten an diebeiden Kinder gesendet und parallel werden die Pakete aus der aktuellenAufwärtsphase empfangen.
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(b) AbwärtsphaseAbbildung 3.11: Pipeline-Binärbaum-Prä�xsummeDie von anderen Baumalgorithmen bekannte geringe Auslastung der Blät-ter bleibt bei der Überlappung allerdings erhalten. Bei genauem Hinsehenstellt man s
hnell fest, dass die Aufwärtsphase einer modi�zierten Reduk-tionsoperation entspri
ht und ebenso die Abwärtsphase einem modi�zier-ten Broad
ast. Bei beiden kann wie bereits festgestellt dur
h den 23-Broad-
astalgorithmus eine Verbesserung der E�zienz errei
ht werden. So kannau
h dieser Algorithmus lei
ht angepasst in den beiden Bäumen parallel aufTeildaten ausgeführt werden. Au
h hier soll der Aufbau der Bäume In�x-Nummerierung si
herstellen, da sie im zuvor bes
hriebenen Algorithmus einewi
htige Rolle spielt.Analyse:

T (n, p) ≈Tredu
e + Tbroad
ast ≈ 2Tbroad
ast =

2nTbyte + 4 log pTstart +
√

8n log pTstartTbyte3.4 MCSTL: Prä�xsummeEin Algorithmus für Shared Memory ist in der MCSTL als partial_sum vor-handen. Die n Elemente werden für die Prä�xsummenbere
hnung zunä
hstin p + 1 Blö
ke aufgeteilt. Auf den ersten p Blö
ken bere
hnet jeweils ein
3.4. MCSTL: PRÄFIXSUMME 48
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0 nAbbildung 3.12: Beispiel für MCSTL-Algorithmus: partial_sum mit 3 Pro-zessorenProzessor die lokale Prä�xsumme. Im folgenden S
hritt bere
hnet der ersteProzessor sequentiell die Prä�xsumme über die letzten Elemente dieser Blö-
ke. So ist für jeden Blo
k au
h die Summe über die vorhergehenden Blö
kebekannt. Es wird sequentiell gere
hnet, da für wenige Prozessoren der Syn-
hronisationsaufwand für eine baumförmige Bere
hnung ni
ht gere
htfertigtist. Das Haupteinstzgebiet von MCSTL sind aber Re
hner mit relativ we-nigen Prozessoren. Bei einer baumförmigen Prä�xsumme über die Blö
ke,würde man zusätzli
h zu der Syn
hronisation am Anfang und am Ende no
h

log p weitere im Laufe der Bere
hnung brau
hen.Na
h dem zweiten S
hritt ist für jeden Blo
k der O�set bekannt und eskönnen für die letzten p Blö
ke die Ergebniswerte aus den lokalen Wertenund dem O�set bere
hnet werden. Eine Aufteilung in p + 1 Blö
ke spartüber�üssge Bere
hnungen. Im ersten S
hritt wird die Summe zunä
hst fürdie O�setbere
hnung benötigt. Da der letzte Prozessor keinen Na
hfolger hat,ist es ni
ht nötig au
h für ihn in diesem S
hritt Bere
hnungen dur
hzuführen.Umgekehrt addieren die Prozessoren im dritten S
hritt den Blo
ko�set aufdie einzelnen Werte. Das ist für den ersten Blo
k ni
ht nötig, da die �nalenErgebnisse bereits im ersten S
hritt bestimmt wurden.Insgesamt sind für die drei S
hritte au
h genauso viele Syn
hronisations-operationen na
h den S
hritten nötig. In den S
hritten müssen zwei sequen-tielle Summen über n/(p + 1) und eine über p Elemente bere
hnet werden.Insgesamt ergibt si
h also eine Laufzeit, die in O(n/p + p) liegt.
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T (n, p) ∈ O(
n

p
+ p)

3.5 Gossip/All Redu
eProblembes
hreibung: Der Prozessor i hat zu beginn nur eine Na
hri
ht

mi der Länge n. Na
h der Gossip-Operation soll jeder Prozessor alle Na
h-ri
hten x := m0 · . . . · mp−1 besitzen.Algorithmus 3.10: Hyper
ube-Gossip

x := mi ;for (j := 0 ; j < d ; j++){

x′ := x�(i ⊕ 2j) ;

x := x · x′ ;} Erläuterungen: Die Idee hinter dem Algorithmus ist an dieser Stellebereits aus dem Hyper
ube-Prä�xsummenalgorithmus (3.8) bekannt. Es tau-s
hen zunä
hst bena
hbarte Prozessoren in den eindimensionalen Teilwürfeln(bena
hbart bezügli
h Abstand 1 in der niedrigstwertigsten Dimension) ihreNa
hri
hten aus, so dass die Na
hri
htenpaare in diesen Würfeln beiden Pro-zessoren als x bekannt sind. Paare von eindimensionalen Würfeln taus
hendann Na
hri
hten aus, so dass die vier beteiligten Prozessoren die Na
hri
htin ihrem Teilwürfel kennen. Analog wird das Verfahren fortgesetzt, bis alleNa
hri
hten im ganzen d-dimensionalen Würfel bekannt sind. Zu bea
htenist hier, dass die Na
hri
hten konkateniert werden, si
h also die Länge derNa
hri
hten, die zu übertragen sind, in jedem S
hritt verdoppelt.Analyse:

T (n, p) ≈
d−1∑

j=0

(Tstart + n · 2jTbyte) = log pTstart + (p − 1)nTbyteAll-Redu
e unters
heidet si
h von Gossip nur darin, dass die Na
hri
h-ten ni
ht konkateniert werden sollen, sondern wie bei Redu
e ein Operator aufzwei Na
hri
hten angewandt wird. Es ist damit eine Redu
e-Operation deren
3.6. ALL-TO-ALL 50Ergebnis jedem Prozessor zur Verfügung steht. Umsetzen lässt si
h diese Ope-ration dur
h eine Reduktion mit ans
hlieÿendem Broad
ast des Ergebnisses.In einem Hyperwürfel lässt si
h der für Gossip bes
hriebene Algorithmus an-passen und pro�tiert von der konstanten Na
hri
htenlänge. Das halbiert dieAnzahl der Kommunikationss
hritte gegenüber Redu
e und Broad
ast. DerNa
hteil ist dann, dass die Prozessoren au
h die Zwis
henergebnisse mehrfa
hbere
hnen. Das führt zu mehr Na
hri
hten im Netzwerk, da die Daten au
hmehreren Prozessoren vorliegen müssen. Stauanfällige Netzwerke können al-so dur
h eine Implementierung mit Redu
e/Broad
ast entlastet werden, dabeim Hyper
ube-All-Redu
e Leitungen viel häu�ger benutzt werden.3.6 All-to-AllProblembes
hreibung: Jeder Prozessor hat p−1 Na
hri
hten, eine für je-den Anderen Prozessor. Als m [j] wird dabei die lokale Na
hri
ht bezei
hnet,die für den Prozessor mit Index j bestimmt ist.3.6.1 All-to-All im HyperwürfelAlgorithmus 3.11: Hyper
ube All-to-Allfor (j := d − 2 ; j ≥ 0 ; j−−){re
eive from PE i ⊕ 2jwhere t a r g e t in my j−dim sub
ube ;send messages to PE i ⊕ 2jwhere t a r g e t in i t s j−dim sub
ube ;} Erläuterungen: Dass dieser Algorithmus aus [4℄ funktioniert, ist o�en-si
htli
h, da in jedem S
hritt Na
hri
hten eine Dimension näher zu ihremZiel kommen, wenn sie ni
ht bereits angekommen sind. Daraus folgt au
hdass hö
hstens d also log p S
hritte benötigt werden. Bleibt dann nur no
hdie Frage, wie viele Na
hri
hten in jedem S
hritt übermittelt werden müssen.In jedem S
hritt des Algorithmus werden gerade p/2 Na
hri
hten vers
hi
kt.Für den ersten S
hritt folgt das direkt aus der Tatsa
he, dass für jeden Pro-zessor die Hälfte der Ziele von Na
hri
hten ni
ht im eigenen Teilwürfel liegt.Im in jedem folgenden S
hritt hat ein Prozessor nur no
h Daten für einenWürfel zu vers
hi
ken, der halb so groÿ ist wie der vorherige, also au
h nurno
h halb so viele Na
hri
hten bekommen soll. Dafür aber hat ihm im vor-



3.6. ALL-TO-ALL 51herigen S
hritt ein Prozessor genausoviele Na
hri
hten für diesen Teilwürfelges
hi
kt, wie er bereits selbst hielt. Für den Algorithmus spre
hen die lo-garithmis
h vielen Startups. Weniger gut ist ein Faktor von log p/2 auf dieUntergrenze von (p − 1)n Bytes die gesendet werden müssen. Bei vollstän-diger Verknüpfung und groÿem n sollten deswegen die Na
hri
hten liebereinzeln vers
hi
kt werden, um den log p-Faktor zu sparen, au
h wenn dannjede Na
hri
ht einen zusätzli
hen Startup bedeutet.Analyse:

T (n, p) ≈ log p(Tstart +
p

2
nTbyte)3.6.2 1-Faktor-AlgorithmusAlgorithmus 3.12: 1-Fa
torfor (j := 0 ; j < p − 1 ; j++){i d l e := p

2j mod (p − 1) ;i f ((i = p − 1) ∧ (2|p) ){ex
hange data with PE i d l e ;} else {i f ( i = idle){i f (2|p){ex
hange data with PE (p − 1) ;}} else {i f (2|p){ex
hange data with PE ((j − i) mod (p − 1)) ;} else {ex
hange data with PE ((j − i) mod p) ;}}}} Erläuterungen: Man stelle si
h für diesen Algorithmus die Prozesso-ren als Z/pZ vor, also im Kreis angeordnet. Zunä
hst soll der Partner dur
heine Spiegelungsabbildung bestimmt werden, es wird also Prozessor 0 si
hselbst als Partner zugeordnet, Prozessor 1 kommuniziert mit p − 1, 2 mit
p − 2, usw. Damit au
h jede Paarung einmal vorkommt, wird in S
hritt jni
ht nur die Spiegelung alleine dur
hgeführt, sondern zusätzli
h j Rotatio-
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5Abbildung 3.14: 1-Faktor-Algorithmusnen um den Partner zu bestimmen. Das bedeutet dass für einen Prozessormit dem dur
h die Spiegelung bestimmten Partner begonnen wird und in denfolgenden S
hritten au
h alle anderen der Reihe na
h abgearbeitet werden.Dass die Partners
haft beidseitig ist, wird dadur
h garantiert dass in derDiedergruppe eine Spiegelung mit j-Fa
her ans
hlieÿender Drehung zu si
hselbst invers ist. Ni
ht ganz elegant ist hier no
h, dass bei gerader Prozessor-zahl in jedem zweiten S
hritt jeweils zwei Prozessoren si
h selbst zugeordnetwerden würden. Statt diesen Fall abzufangen, indem die beiden Prozesso-ren dann einander als Partner zugeordnet werden, wird der letzte Prozessorausges
hlossen. Auf den übrigen Prozessoren wird das Verfahren für eine un-gerade Anzahl von Prozessoren angewandt. Da nun in jedem S
hritt genauein Prozessor si
h selbst als Partner zugewiesen bekommt, kann er mit demausges
hlossenen Prozessor Daten austaus
hen.Gegenüber dem Hyper
ube-Algorithmus erhöht si
h die Anzahl der Star-tups, da die Na
hri
hten einzeln vers
hi
kt werden. Ist aber das n groÿ, alsoinsbesondere die Zeit für den Kommunikationsaufbau verna
hlässigbar ge-gen die Zeit für das Versenden, pro�tiert der Algorithmus davon, dass er dieNa
hri
hten direkt an den Zielprozessor sendet. Dann ist er au
h optimal, weilmehr direkte Kommunikation ni
ht mögli
h ist und indirekte Kommunikati-on zwar Startups spart, aber für jedes Tstart zusätzli
he nTbyte Zeitaufwandbedeutet.Analyse:

T (n, p) = p(Tstart + nTbyte)3.6.3 Hierar
hial Fa
tor-AlgorithmDer folgende Abs
hnitt bes
häftigt si
h mit einer modi�zierten Form des Pro-blems. Motiviert wird das Problem dur
h Computer
luster, die aus mehrerenvernetzten Re
hnern (Knoten/Nodes) bestehen, von denen jeder über mehre-re Prozessoren verfügen kann. Betra
htet man single-ported-Kommunikation,so können ni
ht mehrere Prozessoren in einem Knoten glei
hzeitig Daten mit
3.6. ALL-TO-ALL 54Prozessoren in anderen Knoten austaus
hen. Zusätzli
h ist es dur
haus üb-li
h dass Cluster aus vers
hiedenen Re
hnern aufgebaut sind, die insbeson-dere vers
hieden viele Prozessoren haben können. Die Anzahl der Knoten imCluster wird im folgenden mit P bezei
hnet, mit |U | die Anzahl Prozessorenin Knoten U . Der Algorithmus stammt von Sanders und Trä� [13℄.Algorithmus 3.13: Hierar
hial Fa
tor-Algorithm

A := {Node0, . . . ,NodeP−1} ;done := 0 ;while (A 6= ∅){// phase
ur r en t := min{|U | |U ∈ A} ;for j = 0 to |A| − 1 do ;// roundparallel_forea
h (U � V ∈ Gj
A ){forea
h (u ∈ U,done ≤ l(u) < 
urrent){forea
h (v ∈ V ){// s t e pex
hange data between u and v ;}}}done := 
ur r en t ;

A := A \ {U | |U | = 
urrent} ;} Erläuterungen: Im Algorithmus werden no
h Terme verwendet, diezunä
hst de�niert werden sollen. Zunä
hst ist da die Vorgängerrelation �die De�niert wird dur
h
U � V := |U | ≤ |V | ∨ (|U | = |V | ∧ index(U) ≤ index(V ))Es ist also eine Ordnung, die Knoten na
h Anzahl der Prozessoren sortiertund bei glei
her Anzahl die dur
h den Index vorgegebene Ordnung beibehält.Für den 1-Faktor-Algorithmus wurde ein Verfahren de�niert Paarungen vonProzessoren für den Datenaustaus
h zu wählen. Sol
he Paarungen verallge-meinert für eine Menge A werden hier dur
h GA bezei
hnet. Die Menge derPaarungen im j-ten der |A| S
hritte des 1-Faktor-Algorithmus ist dann Gj

A.Zuletzt wird mit l(u) der Lokale Index eines Prozessors u in seinem Knotenbezei
hnet.Zugunsten der Übersi
htli
hkeit wird der Algorithmus hier in Phasen,Runden und S
hritte aufgeteilt. Die Operation in jeder Phase wird dadur
h
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hial Fa
tor-Algorithmbestimmt, dass die Knoten mit der kleinsten Anzahl m Prozessoren zumS
hluss der Phase den Datenaustaus
h abges
hlossen haben sollen. Die glei-
he Anzahl der Prozessoren in jedem Knoten soll ebenfalls ihre Daten mit al-len Prozessoren von bezügli
h der Ordnung � gröÿeren Knoten ausgetaus
hthaben. Die Daten, die dann für diese Prozessoren no
h auszutaus
hen sind,werden übertragen, wenn der jeweilige Prozessor in einem bezügli
h � klei-neren Knoten an der Reihe ist. Wel
he Knoten miteinander kommunizierenlegt die Runde fest. In der j-ten Runde wird dazu die Menge der Paarungen
Gj

A betra
htet. Aus dem Knoten einer Paarung, der bezügli
h � kleiner istwerden die m Prozessoren mit kleinstem lokalen Rang gewählt und kommu-nizieren mit allen Prozessoren des Partnerknotens. Jede dieser Kommunika-tionen wird als S
hritt bezei
hnet. Dadur
h ist si
hegestellt, dass na
h allen
|A| Runden einer Paarung die ersten m Prozessoren in jedem Knoten mit al-len bezügli
h � gröÿeren Knoten ihren Datenaustaus
h abges
hlossen haben.Die Knoten die bezügli
h � kleiner sind werden dann no
h ihre eigene Phasehaben, in der die no
h fehlenden Daten ausgetaus
ht werden. Das garantiertzumindest die Korrektheit.Optimale Laufzeit kann leider ni
ht garantiert werden. Der Algorithmus

3.6. ALL-TO-ALL 56brau
ht immer (p − M + (M + 1)/2)M S
hritte, wobei
M := max{|Node0| , . . . , |NodeP−1|}die maximale Anzahl Prozessoren pro Knoten ist. Der Grund dafür �ndet si
hin der Faktorisierung. Na
h einer Phase haben alle Prozessoren im kleinstenKnoten und genausoviele in allen anderen mit dem bezügli
h � gröÿten Kno-ten Daten ausgetaus
ht. Die Faktorisierung garantiert dabei dass der gröÿteKnoten an jeder Runde beteiligt ist (in einer davon taus
hen immer sei-ne kleinsten Prozessoren lokal Daten mit den anderen aus). Bis zur letztenPhase ist der letzte Knoten dur
hgehend aktiv und hat mit jedem Prozes-sor in anderen Knoten M Na
hri
hten ausgetaus
ht. Zusätzli
h brau
ht er

M(M +1)/2 S
hritte für lokale Kommunikation, die über die Phasen verteiltsind. Da kein anderer Knoten seinen Datenaustaus
h später beendet ist dasau
h die Zahl der S
hritte die der ganze Algorithmus ma
ht. Das Problemdes Algorithmus ist dass jeder Knoten in jeder Phase einmal mit si
h selbstkommuniziert. Das ist nötig, da au
h Na
hri
hten zwis
hen den Prozessoreneines Knotens auszutaus
hen sind. Diese interne Kommunikation ist abers
hneller als Kommunikation zwis
hen mehreren Knoten. In einigen Fällenkann es ein S
hedule geben, das lokale Kommunikation ni
ht mit wel
herzwis
hen vers
hiedenen Knoten parallels
haltet.Analyse:
T (n, p, M) = (p−M)M(Tstart + nTbyte) +

M(M + 1)

2
(Tlo
al-start + nTlo
al-byte)3.6.4 h-RelationIm Folgenden entfernt man si
h davon, dass jeder Prozessor für jeden ande-ren glei
h viele Daten hat und au
h glei
h viele von jedem anderen erhält.Jeder Prozessor hat hier eine Reihe von Paketen, die an andere Prozessorengeri
htet sind. Der Parameter h stellt bei dieser Kommunikationsoperationledigli
h eine obere S
hranke für die Anzahl S
hritte dar, die ein Prozessormit Kommunikation bes
häftigt sein kann. Was das konkret bedeutet hängtdavon ab, ob man Halbduplex oder Vollduplex für das Modell annimmt. Beieinem S
hritt im Vollduplexmodell kann eine ausgehende und eine einge-hende Na
hri
ht parallelisiert werden. Hier wird also h dur
h das Maximumder Anzahl hin von eingehenden Pakete und der Anzahl hout von ausgehendenPakete über alle Prozessoren bestimmt. Formal ausgedrü
kt bedeutet das

h :=
p

max
i=1

max{hin(i), hout(i)}



3.6. ALL-TO-ALL 57Damit ist eine h-Relation in Vollduplex ein kollektiver Na
hri
htenaustaus
hbei dem kein Prozessor mehr als h Pakete sendet oder empfängt. Bei Halb-duplex kann Senden und Empfangen ni
ht parallelisiert werden. Folgli
hwird die Zeit, die ein Prozessor mit Kommunikation verbringen muss dur
hdie Summe der Sende- und Empfangsoperationen festgelegt. Es gilt für h also

h :=
p

max
i=1

{hin(i) + hout(i)}Da zumindest ein Prozessor alle h S
hritte ausführen muss, wenn er ohneUnterbre
hung kommunizieren kann, ist h(Tstart + |Paket|Tbyte) eine untereS
hranke für die Dauer.3.6.4.1 h-Relation mit VollduplexIm Duplex-Modell kommt man s
hnell auf eine Lösung, die optimale Zeit fürdie Kommunikation liefert. Ein Satz von K®nig [6℄ über bipartite Graphenist hier hilfrei
h. Dieser Satz besagt, dass der 
hromatis
he Index eines bi-partiten Graphen gerade dem maximalen Grad entspri
ht. Um diesen Satzzu benutzen, beginnt man mit einem Hilfsgraphen, der zu einem ähnli
h ist,der für die Labelwahl des 23-Baumalgorithmus benutzt wurde (3.2.4). Dieserbipartite Multigraph G := (V, E) wird im Folgenden de�niert.Die Knotenmenge im Hilfsgraphen hat pro Prozessor zwei Knoten, näm-li
h für ein PE i die Knoten si und ri. Die Knotenmenge ist also:

V := {s0, . . . , sp−1} ∪ {r0, . . . , rp−1}Die Rollen der beiden Knoten werden klar wenn au
h die Knotenmenge de-�niert wird:

|{(si, rj) ∈ E}| = Anzahl Pakete von PE i für PE jEs gibt also so viele Kanten von si na
h rj , wie Pakete von PE i na
h PE
j ges
hi
kt werden sollen. Es entspri
ht also eine Kante (si, rj) einem Pa-ket, das von PE i zu PE j gesendet werden muss. Damit ist der Grad desKnotens si gerade hout(i) und der von ri ist dann hin(i). Der Satz von K®nigsi
hert die Existenz einer h-Färbung im Hilfsgraphen G. Hat man eine sol
heFärbung, so lassen si
h in einem S
hritt immer die zu Kanten einer Farbegehörenden Pakete kon�iktfrei versenden. Da es nur h Farben gibt, benötigtman au
h nur h S
hritte, also optimale Zeit bei paketweiser Auslieferung.Die Freude über den optimalen Algorithmus wird etwas getrübt wenn manfeststellt, dass es leider ni
ht so lei
ht ist, die Informationen über die Daten
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s3(b) Hilfsgraph zur Be-stimmung der FärbungAbbildung 3.16: Beispiel für 2-Relation im Vollduplexmodellzu sammeln, die versendet werden sollen und dann au
h no
h eine h-Färbungfür den Hilfsgraphen zu bestimmen. Alleine der Zeitaufwand zur Bestimmungeiner optimalen Färbung ist ho
h, weswegen in der Praxis oft auf s
hnellereAlgorithmen zurü
kgegri�en wird, die dafür ni
ht immer optimale Ergebnisseliefern.3.6.4.2 h-Relation mit HalbduplexDa eine Kommuikation in Halbduplex sowohl Sender, als au
h Empfängerganz in Anspru
h nimmt, lässt si
h der Satz von K®nig ni
ht anwenden.Genauer ist nur eine Färbung mit ⌊3h/2⌋ Farben zu beweisen. Tatsä
hli
hgibt es Fälle, in denen au
h so viele S
hritte benötigt werden, ein Beispiel�ndet si
h in Abbildung 3.17a. Ebenso gibt es aber au
h wel
he, in denen manmit h S
hritten auskommt, wo wieder Abbildung 3.16a als Beispiel dienenkann. Eine viel wi
htigere Beoba
htung ist, dass für ein optimales S
heduledirektes Versenden von Paketen ni
ht immer ausrei
ht. Das kann man ambesten an einem einfa
hen Beispiel zeigen, das in Abbildung 3.17b dargestelltist. Wenn hier die Prozessoren 1 bis 3 paarweise Na
hri
hten für einanderhaben und der vierte ni
ht bes
häftigt ist, so kann dur
h Einbindung desvierten Prozessors in die Kommunikation die Anzahl der nötigen S
hrittevon drei auf zwei Reduziert werden. Allgemein lässt si
h immer no
h eineuntere S
hranke von 6
5
h für gerade p zeigen. Für ungerade p gibt es eineS
hranke von (6

5
+ 18

25p
)h. Au
h mit indirekter Paketzustellung gibt es alsoFälle, in denen 6

5
h + O(1) S
hritte nötig sind.Die Idee des Algorithmus von Sanders und Solis-Oba [12℄ der nun be-
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3(a) worst-
ase-Beispiel für h-Relation in Halbduplex
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2

(b) gesparter S
hritt dur
hHelferAbbildung 3.17: h-Relation im Halbduplexmodells
hrieben wird, besteht darin, die h-Relation in ⌈h/2⌉ 2-Relationen aufzubre-
hen, die si
h dann au
h gut untersu
hen lassen. Bei der Bes
hreibung wirddie ursprüngli
he Kommunikationsri
htung meist ignoriert. Das hat den ein-fa
hen Grund, dass im Halbduplexmodell die Ri
htung keinen Unters
hiedma
ht, weil sowieso beide Kommunikationspartner bes
häftigt sind. Im ers-ten S
hritt werden alle Knoten mit ungeradem Grad verbunden, so dass esnur no
h Knoten mit geradem Grad gibt. Es kommen so ni
ht zu viele Kantenhinzu, denn es gibt hö
hstens eine für zwei Knoten, vor allem steigt der ma-ximale Grad h hö
hstens um 1, genau dann wenn er ungerade war. Na
hdemdas getan ist, kann der Graph in kantendisjunkte Kreise zerlegt werden. Indiesen Kreisen benutzt man die Mögli
hkeit die Kantenorientierung beliebigzu wählen und wählt sie so, dass die Kreise alle im Uhrzeigersinn ausgeri
htetsind. So ist der Eingangsgrad und der Ausgangsgrad in jedem Knoten glei
hgroÿ, insbesondere also ist er immer kleiner oder glei
h ⌈h/2⌉. In diesem Gra-phen kann wie beim Vollduplex-Algorithmus eine Färbung mit ⌈h/2⌉ Farbengefunden werden. Betra
htet man nur die Kanten einer Farbe, so hat jederKnoten hö
hstens eine eingehende und eine ausgehende Kante. Die Knotenmit allen Kanten einer Farbe bilden also eine 2-Relation und es gibt genau
⌈h/2⌉ sol
her 2-Relationen. Die Kanten � sofern im ursprüngli
hen Graphenvorhanden � können nun wieder ihre eigentli
he Orientierung erhalten, denndie Aufspaltung in 2-Relationen ist fertig.

2-Relationen haben maximalen Grad zwei, können also nur aus knotendis-junkten Pfaden und Kreisen bestehen. In einem Pfad lassen si
h die Kantenlei
ht in zwei Farben färben und damit ergibt si
h au
h ein S
hedule in zweiS
hritten. Analog sind au
h für einen Kreis gerader Länge nur zwei S
hrittenötig. Bei einem Kreis ungerader Länge ho�t man zunä
hst darauf dass esno
h einen Knoten gibt, der zu keinem Pfad oder Kreis der 2-Relation gehört.
3.6. ALL-TO-ALL 60So ein Knoten kann an beliebiger Stelle in den ungeraden Kreis integriertwerden, so dass die Länge gerade wird. Das ist also eine Verallgemeinerungdes Beispiels in Abbildung 3.17b für beliebige ungerade Kreise. S
hwierigerist es, wenn es mehr ungerade Kreise gibt, als Helferknoten. Hat man zweiKreise ungerader Länge, so können Knoten aus einem Kreis für den ande-ren Kreis als Helferknoten fungieren. Jedes Paket wird dafür in 5 Teilpaketeaufgeteilt. In Abbildung 3.18 ist die Vermittlung sol
her aufgeteilter Paketefür zwei Kreise A und B der Länge |A| bzw. |B| dargestellt. Diese Vermitt-lung brau
ht immer 12 �kleine� S
hritte, in denen nur Teilpakete von einemFünftel der ursprüngli
hen Länge versendet werden. Eine Paarung von zweiungeraden Kreisen brau
ht also ungefähr 12/5 S
hritte.Ist p gerade, so kann es au
h nur eine gerade Anzahl an Pfaden und Krei-sen ungerader Länge geben, die ni
ht mit einem unbeteiligten Knoten gepaartwerden können. Paart man au
h diese Kreise untereinander, so brau
ht kei-ne 2-Relation mehr also 12/5 S
hritte. Es gibt ⌈h/2⌉ sol
her 2-Relationenund ⌈h/2⌉ ist maximal (h + 1)/2, also brau
ht der Algorithmus bei ge-radem p maximal 12

5·2(h + 1) = 6
5
(h + 1) S
hritte. Bei ungeradem p kannni
ht mehr garantiert werden, dass alle Kreise ungerader Länge untereinan-der oder mit unbeteiligten Knoten gepaart werden können. Um ni
ht zu vieleS
hritte deswegen zu verlieren, wird bei ungerader Anzahl ungerader Kreiseimmer eine Kante entfernt. Die entfernten Kanten werden für eine spätereAusführung gesammelt. Dafür ist es wi
htig, dass die Kanten keine gemein-samen Knoten haben, damit die zu den Kanten gehörenden Pakete parallelvers
hi
kt werden können. Es lässt si
h zeigen, dass si
h immer mindestens

⌈p/4⌉ Kanten geeignet wählen lassen. Es ist also au
h nur frühestens alle

⌈p/4⌉ S
hritte nötig einen zusätzli
hen S
hritt einzufügen. Insgesamt erhöhtsi
h die S
hranke bei ungeradem p dur
h diese zusätzli
hen S
hritte aufinsgesamt (6
5

+ 2
p
)(h + 1) S
hritte.Der Algorihmus lohnt si
h vor allem bei kleinen Prozessorzahlen und lan-gen Na
hri
hten. Für groÿe Prozessorzahlen kann neben Engpässen im Netz-werk au
h die Bestimmung der Färbung zu viel Zeit kosten. Bei der Längeder Na
hri
hten ist wi
htig, dass au
h bei der Aufteilung in 5 Teilpakete derStartupoverhead gegen die Zeit für die eigentli
he Datenübermittlung geringist.3.6.5 All-to-All mit unregelmäÿigen Na
hri
htenlängenNun verzi
htet man au
h auf die Einteilung in Pakete. Es geht no
h einmalzurü
k zu einem Algorithmus für All-to-All, diesmal aber einen Fall bei dem
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hri
htenlängen ni
ht glei
h sind. Es ist klar, dass dieser Fall no
h et-was allgemeiner ist, als der der h-Relation, da dort die Na
hri
htenlängen alleVielfa
he einer Paketlänge waren. Der Einfa
hheit halber soll angenommenwerden, dass jeder Prozessor glei
h viele Bytes sendet und empfängt. DieseAnzahl soll ebenfalls h genannt werden. Die Na
hri
hten aus dem allgemei-nen Fall können aber geeignet verlängert werden, um diesen Spezialfall zuerhalten. Es soll weiterhin angenommen werden, dass si
h alle Na
hri
hten-längen dur
h p teilen lassen, was bei langen Na
hri
hten keine zu starke Ein-s
hränkung ist. Zuletzt soll der Einfa
hheit halber ein Prozessor au
h immerfür si
h selbst eine Na
hri
ht haben, damit lästige Sonderfallbehandlungenvermieden werden können.Algorithmus 3.14: Zweiphasenalgorithmus für All-to-Alla l l t o a l l 2 p h a s e (m [1..p] , p){for (j := 1 ; j < p ; j++){

a [j] = 〈〉 ;for (k := 1 ; k < p ; k++){

a [j] := a [j] ⊙ m [k]
[

(i − 1)n[k]
p + 1..j n[k]

p

] ;}}

b := r e g u l a r a l l t o a l l (a , p ) ;

δ := 〈1, . . . , 1〉 ;for (j := 1 ; j < p ; j++){

c [j] := 〈〉 ;for (k := 1 ; k < p ; k++){//Al l−Gather to implement �:

c [j] := c [j] ⊙ b [k]
[

δ [k] ..δ [k] + n[j]�k
p − 1

] ;

δ [k] := δ [k] + n[j]�k
p ;}

d := r e g u l a r a l l t o a l l (c , p ) ;permute d to obta in d e s i r ed output format ;} Erläuterungen: Hinter dem Zweiphasenalgorithmus ste
kt die Idee denFall mit unregelmäÿiger Na
hri
htenlänge dur
h zwei All-to-All-Operationenmit regelmäÿiger Na
hri
htenlänge zu ersetzen. Im ersten S
hritt werden dieDaten dur
h ein reguläres All-to-All glei
hmäÿig verteilt, so dass jeder Pro-zessor für jeden anderen glei
h lange Na
hri
hten hat. Zunä
hst wird dazujede Na
hri
ht lokal in p Teile aufgespalten, von denen jeder andere Prozessoreines bekommt. Die Ausgehenden Na
hri
hten haben zusammen die Länge
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h, also erhält in diesem S
hritt jeder Prozessor von jedem anderen h/p By-tes. Da von einem Prozessor jeder andere glei
h lange Teile einer Na
hri
htbekommt, sind na
h der ersten Phase alle Na
hri
hten glei
hmäÿig über dieProzessoren verteilt. Weil die Summe der Längen von an einen Prozessorgeri
hteten Na
hri
hten h ist, so muss ein Prozessor h/p Bytes für jeden an-deren halten, da die Na
hri
hten glei
hmäÿig verteilt wurden. Ein weiteresAll-to-All liefert also die Na
hri
htenteile an ihren Bestimmungsort, wo sieno
h geordnet werden müssen, da Teile im ersten S
hritt dur
heinanderge-mis
ht wurden. Am ans
hauli
hsten wird der Algorithmus in Abbildung 3.19dargestellt. Bei kurzen Na
hri
hten und vielen Prozessoren werden die Na
h-ri
hten so womögli
h zu kurz so dass si
h der erste S
hritt ni
ht mehr lohnt.Stattdessen bietet si
h dort eine Aufteilung jeder Na
hri
ht in log p Teile. DieNa
hri
hten werden dann im ersten S
hritt zufällig verteilt um eine mögli
hstglei
hmäÿige Lastverteilung zu ermögli
hen.
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4 Sortieren und verwandteProbleme
Hier soll Paralleler Umgang mit einigen Datenstrukturen bespro
hen wer-den bzw. ihre parallele Implementierung. Es werden exemplaris
h Te
hnikenvorgeführt die si
h auf viele weitere ähnli
he Probleme anwenden lassen undau
h die Nützli
hkeit der zuvor bespro
henen kollektiven Kommunikations-operationen verdeutli
hen.4.1 SortierenDas erste was bei parallelem Sortieren überlegt werden muss, ist die Form derEingabe. Bei Shared Memory ist es naheliegenderweise wie gewohnt, do
h beiverteiltem Spei
her ist es oft sinnvoll, die Eingabe mehr oder weniger glei
h-mäÿig über die beteiligten Prozesoren zu verteilen. Ni
ht nur weil es im Laufedes Algorithmus sowieso passieren müsste, sondern weil es den Anforderun-gen an einen DMM-Sortieralgorithmus näherkommt. Dementspre
hend wirddas Problem für verteilten Spei
her de�niert:Problembes
hreibung: Gegeben ist eine Distributed Memory Ma
hi-ne mit p Prozessoren. Zu sortieren sind n Elemente di,j wobei der Prozessor

i bei der Eingabe die Elemente di,0 bis di,N−1 erhält mit n = Np. Für einigeAlgorithmen wird jedo
h eine davon abwei
hende Eingabe vorgegeben. Ge-su
ht ist eine Permutation si,j mit si,0 bis si,N−1 auf Prozessor i. Für alle si,jsoll gelten si,j ≤ si,k für alle j ≤ k und si,j ≤ si′,k für alle j, k und i ≤ i′.Diese Aufgabe lässt si
h sequentiell mit n log n+O(n) Verglei
hen lösen, alsoin O(n log n) Zeit.Häu�g begnügen wir uns au
h damit, den Rang in einer sortierten Folgezu bestimmen, womit hier au
h begonnen wird. Für den ersten Algorithmus
4.1. SORTIEREN 66wollen wir zusätzli
h annehmen, dass N = 1 gilt und dass wir für jeden Pro-zessor, der ein Element der Eingabe hat no
h n−1 weitere haben, die bei derBestimmung der Ausgabe hinzugezogen werden können, um den folgendenAlgorithmus zu realisieren:4.1.1 S
hnelles (ine�zientes) RankingAlgorithmus 4.1: S
hnelles Rankingparallel_forea
h ((i, j) ∈ {1..n}2 ){

B [i, j]:=A [j] ≤ A [i] ;}parallel_forea
h (i ∈ {1..n} ){
M [i]:= n∑

j=1
B [i, j] ;} Erläuterungen: Zunä
hst sollte geklärt werden, dass die for-S
hleifenkomplett zu parallelisieren p = n2 Prozessoren benötigt. Will man diesenAlgorithmus, der stark na
h PRAM aussieht, nun in das DMM-Modell über-tragen, so müssen die globalen Spei
herzugri�e dur
h Kommunikation ersetztwerden. Die erste S
hleife enthält eine implizite Broad
ast-Operation, jedesElement muss von einem Prozessor an n − 1 weitere gesendet werden, da-mit sie es mit ihrem verglei
hen können. In der Summe der zweiten S
hleifeste
kt ebenso eine Redu
e-Operation über n Elemente. Damit wird in jederS
hleife von n Prozessoren eine kollektive Kommunikationsoperation über nProzessoren ausgeführt.Ein Prozessorbedarf quadratis
h in der Elementanzahl zeigt bereits zweiEigens
haften des Algorithmus: Zum einen ist der Algorithmus nur für sehrkleine Eingaben zu gebrau
hen, zum anderen können die Prozessoren garni
ht e�zient arbeiten, na
hdem n Prozessoren auf jedes Element der Ein-gabe kommen.Analyse:

T (n, p) = T (n, n2) ∈ Tbroad
ast(1) + Tredu
e(1) ∈ O(Tstart log(n2))



4.1. SORTIEREN 674.1.2 Ranking für groÿe EingabenNun soll Ranking so weiterentwi
kelt werden, dass au
h groÿe Eingaben ver-arbeitet werden können. Ganz ohne Eins
hränkungen an die Prozessoren wol-len wir hier au
h ni
ht auskommen, sondern gehen von p = P×P Prozessorenaus, jeder der p Prozessoren lässt si
h dann über ein Index-Tupel (i, j) be-zei
hnen. Algorithmus 4.2: Ranking für groÿe Eingaben

a := ⊙P
i′=1d�(i′, j) ;

a′ := a�(i, i) ;s o r t (a ) ;for (k := 1 ; k < NP ; k++){

bk := rank o f a′k in a ;}

b′ := P∑

j=1
b�(i, j) ;Erläuterungen: Im Folgenden sollen die Prozessoren als in einem Qua-drat angeordnet angenommen werden. Eine Zeile bilden dann alle Prozesso-ren mit dem glei
hen Eintrag in der ersten Komponente des Index, entspre-
hend sind die Prozessoren in der glei
hen Spalte, wenn ihre zweite Kom-ponente übereinstimmt. Am Anfang des Algorithmus sammelt jeder Pro-zessor in a die Eingaben d aller Prozessoren mit der glei
hen Spalte. Dasentspri
ht einer Gossip-Operation, da jeder der Prozessoren einer Spalte dieDaten aller anderen Prozessoren brau
ht. a′ wird für jeden Prozessor dur
heine Broad
ast-Operation entlang der Zeile bestimmt. Dabei werden in der

j-ten Zeile die Ergebnisse der Reduktion der j-ten Spalte aus dem vorheri-gen S
hritt propagiert. In der j-ten Zeile kann nun jeder Prozessor für dieper Broad
ast verteilte Teilmenge ein Teilranking bestimmen. Damit ist fürjedes Element und jede Teilmenge der Eingabe (da in jeder Spalte mit eineranderen vergli
hen wird) bekannt, wie viele kleiner oder glei
h sind. EineSumme über alle Teilrankings liefert also den globalen Rang. Diese Summelässt si
h dann im letzten S
hritt über eine Reduktionsoperation bestimmen.Ein Beispiel für den Algorithmus ist in Abbildung 4.1 dargestellt.Analyse:

T (n, p) = T (N(P × P ), P × P ) = Tgossip(N, P ) + Tbroad
ast(NP, P ) +
Tredu
e(NP, P ) + O(NP log(NP )) ∈ O(Tstart log p + N

√
p(Tbyte + log n))
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4.1. SORTIEREN 694.1.3 Qui
ksortZunä
hst der Algorithmus, um den si
h in diesem Abs
hnitt alles dreht � das(sequentielle) Qui
ksort:Algorithmus 4.3: Sequentielles Qui
ksortqSort (d [] , p′ ){i f (p′ = 1) return ;s e l e 
 t p ivot v ;r eo rde r e lements in d su
h that

d0 ≤ ... ≤ dk = v ≤ dk+1 ≤ ... ≤ dp′−1 ;qSort ( [d0..dk−1] , k ) ;qSort ([dk+1..dp′−1

] , m − k − 1 ) ;} Die erste Idee, die man oft sieht, um den Algorithmus zu parallelisieren,ist die Parallelisierung der rekursiven Aufrufe. In den ersten Rekursionen desAlgorithmus ist in diesem Fall die Parallelisierung gering und nimmt erstmit der Rekursionstiefe zu. Glei
hzeitig wird in diesen Rekursionen no
h aufgroÿen Mengen von Daten operiert, da die Teilfolgen mit steigender Rekur-sionstiefe kürzer werden. So ist bis zur ersten Aufspaltung nur ein Prozessorauf den gesamten Daten aktiv. Später kann die Lastbalan
ierung ein Problemwerden, da ni
ht mehr si
hergestellt werden kann, dass die vers
hiedenenProzessoren ähnli
h groÿe Teile bekommen. Soll der Algorithmus dann no
hauf eine Distributed Memory Ma
hine übertragen werden, so kommt hinzu,dass bei der Aufspaltung die Daten an die jeweiligen Prozessoren gesendetwerden müssen, was groÿen Kommunikationsaufwand bei jeder Aufspaltungbedeutet.Zur Vereinfa
hung soll hier wieder mit einem Algorithmus begonnen wer-den, dem für jedes zu sortierende Element ein Prozessor zur Verfügung steht.Algorithmus 4.4: Theoretiker-Parallelisierung von Qui
ksortpro
edure theoQSort (d , i , p )i f (p = 1) return ;

j := 
ommon random element from 0..p − 1 f o r p a r t i t i o n ;
v := d�j ; // Pivot

f := d ≤ v ;

j := i∑

k=0

f�k ; //Präfixsumme
p′ := j�(p − 1) ;i f (f ) send d to PE j − 1 ;

4.1. SORTIEREN 70else send d to PE p′ + i − j ;re
eive d ;i f ( i < p′ ){j o i n p a r t i t i o n " l e f t " ;theoQSort (d , i ,p′ ) ;} else {j o i n p a r t i t i o n " r i gh t " ;theoQSort (d , i − s ,p − p′ ) ;}Erläuterungen: Die Prozessoren werden hier in Partitionen aufgeteilt,auf die si
h die Kommunikation bes
hränkt. In einer Partition müssen siesi
h dann auf einen Prozessor j einigen, dessen Element das Pivotelementdarstellen soll. Dieses Pivotelement v wird dann über einen Broad
ast jedemProzessor in der Partition für einen lokalen Verglei
h zur Verfügung gestellt.Über eine Prä�xsumme lassen si
h nun die Elemente, die kleiner/gröÿer sindals das Pivotelement, neu dur
hnummerieren. Die Nummerierung wird an-s
hlieÿend verwendet um den Index des Prozessors in der Partition zu �nden,an den das eigene Element gesendet wird. Dana
h halten die ersten p′ − 1Prozesoren alle p′−1 Elemente die kleiner sind als das Pivotelement, folgli
hsind die restli
hen Elemente über die restli
hen Prozessoren verteilt. Analogzum sequentiellen Qui
ksort wird die Partition bei p′ in zwei neue Partitionenaufgeteilt, auf denen der Algorithmus rekursiv ausgeführt wird.Die meiste Zeit in jeder Rekursion kosten die kollektiven Operationen.Das Pivotelement zu verteilen erfordert einen Broad
ast. Dur
hnummerieren(und damit au
h zählen) der Elemente, die kleiner sind als das Pivot lässtsi
h mit einer Prä�xsumme bewerkstelligen. Ans
hlieÿend weiÿ aber nur einProzessor mit Si
herheit, wie viele kleine Elemente es gibt, also ist no
h einweiterer Broad
ast nötig, damit alle Prozessoren p′ kennen. Das ma
ht zweiBroad
asts und eine Reduktion, aber alles mit kurzen Na
hri
hten, also no
hin Zeit O(Tstart log p). Qui
ksort hat erwartete Rekursionstiefe O(log p), dieno
h als Faktor in die Laufzeit mit ein�ieÿt. Damit ist die erwartete Laufzeit

O(Tstart log2 p).Analyse:

T (n, p) = T (n, n) ∈ O(Tstart log2 n)Mit diesem Ansatz bewa�net könnte man nun das Problem für groÿe n aufgewohnte Art angehen. Jeder Prozessor ist ni
ht mehr für nur eines, sondernfür mehrere Elemente verantwortli
h. Er überprüft na
h dem Broad
ast desPivotelementes au
h für alle seine Elemente die Zuordnung. Dabei zählt er
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h wie viele gröÿer sind und wie viele kleiner als das Pivot. Prä�xsummenlassen si
h wie gewohnt bere
hnen und liefern einem Prozessor die Informati-on wie viel Platz die vorherigen für ihre kleinen/groÿen Elemente brau
hen.Bei Distributed Memory muss no
h geklärt werden, wie mit dem Prozessorumgegangen werden soll, der na
h einer Taus
hphase mögli
herweise sowohlgroÿe als au
h kleine Elemente hat und damit zu beiden Partitionen gehört.Auf PRAM muss er si
h in diesem Fall nur für eine Seite ents
heiden unddann ist das Problem in

O

(
n log n

p
+ log2 p

)Zeit lösbar. Eine Änderung gegenüber dem sequentiellen Qui
ksort bestehtaber darin, dass Elemente au
h bewegt werden, wenn sie eigentli
h �auf derri
htigen Seite� wären. Das bedeutet für jedes Element Ω(log p) Bewegungenund eine Laufzeit von

O

(
n

p
(log N + Tbyte log p) + Tstart log2 p

)auf Distributed Memory. Die zufällige Pivotwahl ma
ht Vorhersagen überdie Lastverteilung während der Abarbeitung s
hwierig. Eine unglei
hmäÿi-ge Aufteilung kann deutli
he Unters
hiede in der Rekursionstiefe bedeuten.Mit jeder Aufspaltung verringert si
h die Anzahl der für eine Teilsequenzverantwortli
hen Prozessoren. Wenn die Aufteilung unglei
hmäÿig ges
hiehtso gelangt ein Teil der Prozessoren s
hneller in eine Phase, in der nur no
hjeder eine eigene Sequenz sortieren muss. Bei einer Shared Memory Ma
hinekönnen si
h Prozessoren, die ihre Arbeit erledigt haben, wieder an späterenS
hritten beteiligen. Etwas ähnli
hes ist bei einer Distributed Memory Ma-
hine leider ni
ht mögli
h. Allgemein ist Qui
ksort praktis
h ni
ht e�zientauf einer Distributed Memory Ma
hine umzusetzen, da Elemente häu�g un-nötig vers
hoben werden. Dadur
h entstehen hohe Kommunikationskosten,die den Qui
ksort-Ansatz für sol
he Mas
hinen unpraktikabel ma
hen.4.1.4 MCSTL: Qui
ksortMCSTL enthält eine parallele Implementierung von Qui
ksort, deren Zieles ist au
h in der Praxis s
hnell zu sein. Wie die ganze MCSTL ist au
hdie Qui
ksort-Implementierung auf Shared Memory ausgelegt, daher ist dasTaus
hen von Elementen ni
ht so kritis
h wie im Fall des verteilten Spei
hers.
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4.1. SORTIEREN 734.1.4.1 partitionDie Hauptoperation einer Qui
ksort-Iteration ist bei der MCSTL au
h als ei-genständiger Algorithmus verfügbar. Als zentraler Bestandteil des Qui
ksort-algorithmus soll das Partition Problem und der MCSTL-Algorithmus dazuzunä
hst separat betra
htet werden.Problembes
hreibung: Gegeben sind n Elemente d0, .., dn−1 und einPivotelement v. Gesu
ht ist eine Permutation s0, .., sn−1 von d0, .., dn−1 fürdie gilt (si ≥ v∧sj < v) ⇒ i < j bzw. ∃k : (∀i < k : si < v∧∀i ≥ k : si ≥ v).In anderen Worten: Alle Elemente kleiner als das Pivot kommen auf dielinke Seite, alle gröÿeren auf die re
hte. Zwei Elemente, die beide kleiner oderbeide gröÿer sind als das Pivot, müssen aber ni
ht in der ri
htigen Reihenfolgesein, no
h ni
ht einmal in der, die sie vor der Partitionsoperation hatten.Der Algorithmus aus der MCSTL ri
htet si
h na
h der Qui
ksort-Pa-rallelisierung aus [15℄. Jeder Prozessor beanspru
ht einen Blo
k konstanterLänge B vom Anfang und einen vom Ende der Eingabe für si
h. Das Bean-spru
hen kann dur
h zwei Variablen kontrolliert werden, auf die Prozessorenüber fet
h-and-add zugreifen. Die fet
h-and-add-Zugri�methode garan-tiert dass zwis
hen dem Auslesen und der Addition keine Zugri�e dur
h an-dere Prozessoren statt�nden. Man Spei
hert in den beiden Variablen also diejeweils erste Position vom Anfang bzw. vom Ende aus gezählt, ab der dieElemente keinem Prozessor zugeordnet sind. So kann ein Prozessor in eineratomaren Operation auslesen, ab wel
hem Index er B Elemente beanspru
henkann und den Eintrag um B erhöhen, damit kein anderer Prozessor ebenfallsan dieser Stelle beginnt. Dadur
h hat si
h ein Prozessor den gesamten Blo
kreserviert.Sobald ein Prozessor zwei Blö
ke reserviert hat, beginnt er mit der Ab-arbeitung. Wie im sequentiellen Fall su
ht er das erste Element im linkenBlo
k das gröÿer ist, als das Pivotelement und eines im re
hten Blo
k, daskleiner ist. Diese Elemente werden getaus
ht. Sobald das Ende von einemBlo
k errei
ht ist, versu
ht der Prozessor einen neuen anzufordern und seineArbeit dort fortzusetzen. Dies s
hlägt fehl, sobald kein ganzer Blo
k mehrbeanspru
ht werden kann, da er si
h mit dem letzten auf der gegenüberliegen-den Seite überlappen würde. Es kann also hö
hstens no
h ein unbearbeiteterBlo
k vorhanden sein, dessen Gröÿe kleiner ist als B. An dieser Stelle werdenalle Elemente, die no
h immer ein Partnerelement auf der gegenüberliegendenSeite benötigen, mit dem sie getaus
ht werden können, an den unvollständi-gen, ni
ht zugeordneten Blo
k getaus
ht. Da kein Prozessor mehr als B sol
heElemente haben kann, kommt man auf insgesamt no
h B(p+1) Elemente, die
4.1. SORTIEREN 74no
h betra
htet werden müssen. Diese in der Mitte gesammelten Elementemüssen nur no
h rekursiv � oder bei weniger als B Elementen sequentiell �auf die ri
htige Seite getaus
ht werden.Analyse:

T (n, p) ∈ O(
n

p
+ Bp)4.1.4.2 Qui
ksortDie MCSTL-Implementierung von Qui
ksort beginnt mit wiederholter An-wendung des parallelen partition. Dabei werden bei jeder Partitionierungau
h die Prozessoren aufgeteilt, so dass beide Teile parallel weiter parti-tioniert werden. Sobald na
h erwarteten O(log p) Aufspaltungen nur no
hein Prozessor für eine Partition verantwortli
h ist, führt er auf seinen Da-ten sequentielles Qui
ksort aus. Es ist unwahrs
heinli
h, dass die bis dahinentstandenen Partitionen glei
h lang sind. Deswegen wird die Last dyna-mis
h verwaltet. Bei erfolgrei
her Lastverteilung bleibt für jeden Prozessornur O(n logn/p) erwartete Arbeit. Für die Lastverteiltug besitzt jeder Pro-zessor einen eigenen Sta
k. Bei jedem sequentiellen S
hritt des Qui
ksortal-gorithmus werden die Daten in zwei Partitionen aufgeteilt. Der Prozessorbearbeitet eine und legt die zweite auf den Sta
k zur späteren Bearbeitung.Hat ein Prozessor au
h den Sta
k abgearbeitet, greift er auf den Sta
keines anderen Prozessors zu. Dort beanspru
ht er aber das untere Elementfür si
h. Das hat zwei Vorteile. Der erste ist, dass er so ein groÿes Stü
kArbeit erhält, da die Partitionen im unteren Teil des Sta
ks zu früherenRekursionss
hritten gehören. Somit bleiben Zugri�e auf Sta
ks anderer Pro-zessoren verglei
hsweise selten. Damit kleine Probleme überhaupt ni
ht zwi-s
hen Prozessoren wandern, könnte man hinrei
hend kleine Partitionen ohneSta
kzugri�e verwalten. Der zweite Vorteil ist die Ersparnis beim Aufwandfür den Sta
kzugri�. Der konkurrierende Zugri� mehrerer Prozessoren aufgemeinsame Daten muss kontrolliert werden. Da auf das obere Element nurder Besitzer des Sta
ks zugreift, ist hier keine Kontrolle nötig. Für das unte-re Element kann über atomares fet
h-and-add der Zugri� au
h ohne lo
ksverwaltet werden. Es kann trotz allem passieren, dass ein Prozessor, der kei-ne eigene Arbeit hat die Ausführung bremst. Das ist besonders dann derFall, wenn es mehr Threads als Prozessoren gibt und ein Thread no
h aufeinen anderen wartet, in dem nur erfolglose Anfragen na
h Arbeit statt�n-



4.1. SORTIEREN 75den. Für diesen Fall gibt ein Thread bei der MCSTL-Implementierung na
heiner erfolglosen Anfrage mit yield den Prozessor frei.Analyse:

ET (n, p) ∈ O(
n logn

p
+ Bp log p)4.1.4.3 Andere AlgorithmenEs gibt aber no
h weitere Operationen, die von partition pro�tieren. Ei-ne Operation, die später für Distributed Memory unter dem Namen Sele
tfür einen Spezialfall betra
htet wird (siehe 4.2.2), heiÿt in der (MC)STLnth_element. Für diese Operation, die in einem Array das Element mit Rang

r bestimmt, kann der bekannte Qui
ksele
talgorithmus lei
ht parallelisiertwerden. Es wird wie im sequentiellen Fall die Menge um ein Pivotelementpartitioniert. Sind auf der linken seite mindestens r Elemente, wird dort re-kursiv weitergesu
ht. Hat sie weniger Elemente, so kann r um die Gröÿe derlinken Partition gemindert werden und die Su
he wird mit dem neuen r inder re
hten Partition fortgesetzt. Unters
hreitet die zu dur
hsu
hende Par-titionsgröÿe 2B, so lohnt si
h Parallelisierung ni
ht mehr und es wird zumsequentiellen Algorithmus gewe
hselt.Analyse:

ET (n, p) ∈ O(n
p

+ Bp log p)In der MCSTL wird nth_element wiederrum verwendet, um partial_sortzu realisieren. Diese Operation sortiert die ersten r Elemente. Bei der Bestim-mung der r-ten dur
h nth_element ist das Array bereits so partitioniert, dassdie ersten r bekannt sind und no
h sortiert werden müssen.4.1.5 Sample SortDie Aufteilung in zwei Teilmengen könnte erzwungen vorkommen, wenn mando
h ganze p Prozessoren zur Verfügung hat, von denen si
h jeder einem Teilder Eingabe widmen könnte. Der nun folgende Algorithmus aus [14℄ ma
htsogar etwas mehr. Um Kommunikation zu sparen wird direkt festgestelltwel
her Prozessor wel
he Daten erhält. So muss jedes Datum nur einmal ver-s
hi
kt werden und liegt dana
h auf dem Prozessor, der dafür verantwortli
h
4.1. SORTIEREN 76ist. Dana
h muss jeder Prozessor nur no
h die Daten sortieren die er erhal-ten hat. Die Ersparnis in der Kommunikation ist es, was den Ansatz au
hfür Distributed Memory interessant ma
ht.Algorithmus 4.5: Parallel Sample Sort

v0 := −∞ ;

vp := ∞ ;
hoose S · p random elements sk , 0 ≤ k < S · p ;PE i s e l e 
 t s sS·i..sS·(i+1)−1 ;s o r t ( [s0..sS·p−1] ) ;for (k :=1; j < p − 1 ; j++){
vk := sS·k ;}i n i t i a l i z e p empty messages Nk , 0 ≤ k < p ;for (j := 0 ; j < N − 1 ; j++){
hoose k with vk ≤ dj < vk+1 ;wr i t e dj to message Nk ;}for (j := 0 ; j < p − 1 ; j++){send Nj to PE j ;}re
eive p messages ;s o r t ( r e 
 e i v ed elements ) ;Erläuterungen: Der Algorithmus funktioniert, indem global einige Split-ter vk bestimmt werden, die für die Prozessoren als Orientierung dienen, wel-
her Prozessor für wel
hen Teil der Eingabe verantwortli
h ist. Lokal wirdfür die eigenen Elemente bestimmt, in wel
hes Intervall zwis
hen Splittern siejeweils fallen. Die Elemente werden dann dem für das Intervall verantwort-li
hen Prozessor ges
hi
kt, der sie sortiert. Naheliegenderweise funktioniertder Algorithmus am besten, wenn die Splitter die Elemente glei
hmäÿig auf-teilen, also die Intervalle glei
h viele Elemente enthalten.Wenn die Splitter bereits als Elemente mit Rang k ·m/p in der sortiertenMenge gegeben wären, so wäre der Zeitbedarf

T (n, p) =

lokale Zuordnung

︷ ︸︸ ︷

O(N log p) +

Datenaustaus
h

︷ ︸︸ ︷

Tall-to-all(N, p)+

lokal sortieren

︷ ︸︸ ︷

Tseq(N) ≈
Tseq(Np)

p
+ 2NTbyte + pTstartSol
he Splitter könnte man dur
h (p−1)-fa
he Ausführung von sele
t erhal-ten, das die k ·n/p-ten Elemente liefert (vgl. De�nition in 4.2.2). Vernünftiger
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Abbildung 4.3: Sample Sort

4.1. SORTIEREN 78ist es dann au
h zunä
hst lokal zu sortieren und dann Multisequen
e Sele
-tion zu verwenden, da dieses Verfahren s
hneller ist und man au
h späterno
h von der Sortierung der Teilfolgen pro�tiert. Das würde dann aber zu-sätzli
hen Zeitbedarf von mindestens Ω(p log n
p
) bedeuten (vorausgesetzt dieBestimmung soll verglei
hsbasiert erfolgen), da es bereits so viel Zeit kostetein Element mit einem bestimmten globalen Rang zu bestimmen.Hier werden die Splitter allerdings nur so gewählt, dass sie das erhebli
hkleinere zufällige Sample von pS Elementen glei
hmäÿig aufteilen, bei der ge-samten Eingabe muss das ni
ht notwendigerweise au
h der Fall sein. Es lässtsi
h aber sehr wohl zeigen, dass für ein S ∈ Θ
(

log n
ǫ2

) die Wahrs
heinli
hkeit,dass kein PE mehr als (1 + ǫ)N Elemente bekommt, gröÿer ist als 1 − 1
n

.Um das zu zeigen betra
htet man die Eingabe in sortierter Reihenfol-ge, bezei
hnet als 〈e1, ..., en〉. Es interessiert die Wahrs
heinli
hkeit P [fail]dass ein Prozessor mehr als (1 + ǫ)N Elemente bekommt. Dann muss ein

(1 + ǫ)N Elemente langer Abs
hnitt der Eingabe existieren, aus dem hö
hs-tens S Elemente als Samples gezogen werden. Das muss gelten, da jede Teil-menge, die ein Prozessor bekommt, S Samples enthält. Der Einfa
hheit hal-ber soll die Annahme gelten, dass die Samples global und mit Zurü
klegengezogen werden. Das Ereignis Ej soll also dadur
h de�niert werden dass in

〈ej , ..., ej+(1+ǫ)N〉 hö
hstens S Samples liegen. Damit ein Prozessor mehr als

(1 + ǫ)N Elemente bekommt, muss Ej � wie bereits festgestellt � zumindestfür ein j eintreten. Da die Wahrs
heinli
hkeit für Ej bei zufällig gezogenenSamples ni
ht von j abhängt, kann man sagen, dass für ein beliebiges, aberfestes j, die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit P [fail] hö
hstens so groÿ ist wie

nP [Ej]. Es muss also Ej nur für ein j bestimmt werden, also soll j im Fol-genden fest sein. Für die Bestimmung von Ej soll jetzt eine Zufallsvariableeingeführt werden:
Xi :=

{
1 falls si ∈ 〈ej , ..., ej+(1+ǫ)N〉
0 sonst

, X :=
S·p−1∑

i=0

XiFür den Erwartungswert von Xi gilt

E [Ej] = P [Xi = 1] =
1 + ǫ

pdas soll für eine Abs
hätzung von P [Ej] verwendet werden. Na
h der De�ni-tion von Ej und der von X ergibt si
h

P [Ej] = P [X < S] ≈ P [X < (1 − ǫ2)S] = P [X < (1 − ǫ)E [X]]



4.1. SORTIEREN 79Die ganze Mühe nur damit man die Cherno�-Unglei
hung anwenden kanndie besagt:Für X :=
∑

i Xi mit unabhängigen Zufallsvariablen Xi gilt

P [X < (1 − ǫ)E [X]] ≤ exp

(
ǫ2

E [X]

2

)Da globales Ziehen der Samples mit Zurü
klegen angenommen wurde, ist dieForderung na
h unabhängigen Zufallsvariablen erfüllt. Dann wird es s
honZeit zu zeigen, dass die Fehlerwahrs
heinli
hkeit tatsä
hli
h so klein wird wieangekündigt, wenn S nur ri
htig gewählt wurde.

nP [X < S] ≤ n exp

(
ǫ2S

2

)

≤ n
1

n2

für S ≥ 4

ǫ2
ln nFür die Laufzeit bedeutet das zunä
hst, dass bei Splitterbestimmungdur
h Samples der Länge S mit bis zu (1+ ǫ)N Elementen auf einem Prozes-sor zu re
hnen ist, die dementspre
hend au
h vers
hi
kt und sortiert werdenmüssen. Leider muss das Sample gemäÿ der bewiesenen S
hranke sehr groÿgewählt werden um ǫ klein zu halten, da ǫ dort quadrati
h eingeht. Die Zeitfür die eigentli
he Bestimmung der Splitter hängt au
h davon ab, wel
hesVerfahren für das Sortieren der Samples verwendet wird. Dabei bieten si
halle bisher betra
hteten Verfahren an. Bei kleinen Samples kann es si
h alssinnvoll erweisen die Samples über eine Gossip-Operation zu verteilen undjeden Prozessor für si
h alle Splitter bestimmen zu lassen oder sie über ei-ne Gather-Operation bei einem Prozessor zu sammeln der sie sortiert undüber einen Broad
ast verteilt. Ist das Sample gröÿer, so kann in einem Zwi-s
hens
hritt für das Sample wiederrum Sample Sort verwendet werden. Daskleinere dort entstehende Sample kann dann mit einem Algorithmus für klei-ne Eingaben sortiert werden.Analyse:

T (n, p) =

klein wenn N≫p log p
︷ ︸︸ ︷sample sortieren

︷ ︸︸ ︷

Tsort(O (
log n

ǫ2

)

, p) +

splitter sammeln/verteilen
︷ ︸︸ ︷

Tall gather(p, p) +

O(N log p)
︸ ︷︷ ︸verteilen + Tall-to-all((1 + ǫ)N, p)

︸ ︷︷ ︸Datenaustaus
h + Tseq((1 + ǫ)N)
︸ ︷︷ ︸lokal sortierenSample Sort wurde bislang als randomisierter Algorithmus betra
htet, eslässt si
h aber au
h Deterministis
h entwerfen. Um alle Phasen zu bes
hleu-nigen werden hierbei die Daten zunä
hst lokal sortiert. Jeder Prozessor wählt

4.1. SORTIEREN 80nun für si
h Elemente, die die lokalen Daten glei
hmäÿig in S Teile aufspal-ten, das ist das deterministis
he Sample. Ein Gossip der lokalen Samplesgibt allen Prozessoren die Mögli
hkeit für alle Samples lokale Ränge zu be-stimmen. Über ein All-Redu
e werden daraus die globalen Ränge bestimmt.Aus diesen Rängen lassen si
h dann Splitter und au
h entspre
hende Inter-valle bere
hnen die wie gewohnt verwendet werden, um den für die Datenzuständigen Prozessor zu �nden. Dort müssen au
h ni
ht mehr die empfan-genden Daten vollständig sortiert werden, es rei
ht bereits p-Wege-Mis
hen(Multiway Merge), da sortierte Teilfolgen vorliegen.4.1.6 Multiway MergesortAlgorithmus 4.6: Multiway Mergesorts o r t ( [di,0..di,N−1] ) ;
v0 := −∞ ;
vp := ∞ ;for (k := 1 ; j < p − 1 ; j++){

vk := element with g l oba l rank k · n/p ;}i n i t i a l i z e p empty messages Mk , 0 ≤ k < p ;

l := 0 ;for (k := 0 ; j < p ; j++){
r := max({a|di,a < vk} ∪ {−1}) ;wr i t e [di,l..di,r] to message Mk ;send Mk to PE k ;}re
eive p messages ;merge ( r e 
 e i v ed l i s t s ) ;Erläuterungen: Bereits in der Bes
hreibung von Sample Sort wurde dieMögli
hkeit erwähnt Splitter dur
h Sele
tion zu bestimmen. Etwas ähnli
heswird in Multiway Mergesort getan. Das Sortieren zu Beginn des Algorithmussoll es erlei
htern die Splitter zu �nden. Verwendet wird für die Su
he na
hSplittern ein von Qui
ksele
t abgeleiteter Multisele
t-Algorithmus. Dass dieTeilfolgen bereits sortiert gegeben sind erlaubt die Anwendung von Binär-su
he. Dieser Algorithmus ist allerdings no
h immer um einen Faktor log plangsamer als die untere S
hranke von Ω(p log n

p
) für verglei
hsbasierte Algo-rithmen. Sind die Splitter bestimmt, kann wie bei Sample Sort jeder Prozes-sor seine Elemente Intervallen zuordnen, wobei hier die Su
he au
h dadur
hvereinfa
ht wird, dass die Elemente lokal sortiert sind. Der Datenaustaus
h



4.1. SORTIEREN 81

<v =v >vAbbildung 4.4: multisequen
e_partition; gesu
ht ist eine Aufteilung na
hdem 19. Rang, die als grün gekennzei
hneten Elemente haben den glei
henS
hlüssel, wie das Element mit diesem Rang (v)wird dadur
h begünstigt, dass die Splitter gerade so gewählt wurden, dassalle Prozessoren glei
h viele Elemente erhalten. Das sorgt au
h für optimaleLastverteilung beim ans
hlieÿenden Vers
hmelzen der empfangenen Teilfol-gen. An dieser Stelle pro�tiert man au
h wieder vom anfängli
hen Sortierender Elemente, da nun nur no
h sortierte Teilfolgen und ni
ht Mengen vonElementen vorliegen. Das alles ma
ht Multiway Mergesort vor allem für Sha-red Memory sinnvoll. Bei Distributed Memory muss darauf gea
htet werdenDatenaustaus
h gering zu halten, indem si
h beispielsweise alle Prozessorenan jedem Sele
t beteiligen.Analyse:

T (n, p) = Tseq(n
p
) + Tm-sele
t(n

p
, p) + Tall-to-all(n

p
, p) + Tm-way-merge(n

p
, p) ≈

n
p

log n
p

+ O(p log p log n
p
) + pTstart + n

p
Tbyte + O(n

p
log p)4.1.7 MCSTL: Multiway MergesortAu
h bei Multiway Mergesort bietet die MCSTL einen Algorithmus für Sha-red Memory.4.1.7.1 Multisequen
e Sele
tion/PartitionPartition/Sele
t für mehrere Sequenzen ist ni
ht Teil der STL. Trotzdem istder Algorithmus au
h jenseits des hier bes
hriebenen Einsatzgebietes nütz-li
h, daher steht dieser sequentielle Algorithmus in der MCSTL au
h sepa-rat zur Verfügung. Abwei
hend vom Fall mit nur einer Sequenz werden die

k Sequenzen S0, .., Sk−1 als sortiert vorausgesetzt. Alle Sequenzen zusam-men enthalten ∑

j |Sj | = n Elemente. Es ist für jede Sequenz ein Splitterso zu wählen, dass die r global kleinsten Elemente von den n − r gröÿ-
4.1. SORTIEREN 82ten getrennt sind. Die MCSTL-Implementierung garantiert sogar, dass beimehreren Elementen mit glei
hem S
hlüssel sowohl die Ordnung bezügli
hSequenzindex, als au
h bezügli
h Reihenfolge in der Sequenz berü
ksi
htigtwird. Der asymptotis
h optimale Algorithmus aus [16℄ dient als Grundlagefür den MCSTL-Algorithmus.Der Algorithmus ist an Binärsu
he angelehnt. Zu Beginn werden von al-len Sequenzen nur die mittleren Elemente ausgewählt. Auf diesen Elementenwird im Kleinen gema
ht, was der Algorithmus im Groÿen errei
hen soll. Eswerden unter den k gewählten Elementen die r · k/n kleinsten Elemente indie �linke� Partition übernommen und die restli
hen in die �re
hte�. So ist injeder Sequenz bereits eine obere oder untere Grenze festgelegt (wobei eineGrenze immer am mittleren Element liegt und die andere an einem Endeder Sequenz). Diese Grenzen wa
hsen in den Folgenden S
hritten aufeinan-der zu, während neue Elemente zur Auswahl hinzugenommen werden. DerAlgorithmus ist fertig, wenn si
h die Grenzen tre�en.Jeder S
hritt besteht aus zwei Phasen. In der ersten Phase werden k neueElemente betra
htet. Dazu wählt man si
h in jeder Sequenz das Elementaus, das in der Mitte zwis
hen den bisherigen Grenzen liegt. Diese Elemen-te werden zunä
hst mit dem (global) gröÿten Element der linken und dem(global) kleinsten in der re
hten Partition vergli
hen. Abhängig vom Ergeb-nis legt dieses Element dann die neue linke oder re
hte Grenze fest. Ist einneues Element kleiner als das Gröÿte der linken Partition, ist es das neueGrenzelement der linken Partition in der eigenen Sequenz. Ist es gröÿer alsdas kleinste Element der re
hten Partition, begrenzt es die re
hte Partition.Bei Elementen, die ni
ht dur
h die Elemente in einer der Partitionen klas-si�ziert werden können, muss man si
h zu Beginn festlegen, ob immer dielinke oder die re
hte Partition sie erhält. Wenn mögli
h kann man au
h denMittelwert zwis
hen den Gröÿen der Randelemente für die Zuordnung be-nutzen, um dieses Problem ganz zu vermeiden. Na
h der ersten Phase mussdas Verhältnis zwis
hen den beiden Partitionen ni
ht erhalten bleiben. Essind aber hö
hstens k Elemente auf der fals
hen Seite. Es müssen also O(k)Elemente aus einer Partition extrahiert werden und in die andere eingefügt.Benutzt man geeignete Datenstrukturen, so brau
ht man O(log k) Zeit umein globales Randelement in einer Partition zu �nden und die glei
he Zeit,um es in die andere Partition einzufügen. In der ersten Phase werden also

k Elemente betra
htet und in der zweiten Phase benötigt man O(k · 2 log k)Zeit um das Gröÿenverhältnis wiederherzustellen. Insgesamt ergibt si
h alsoeine Laufzeit von O(k log k) pro S
hritt. In jedem S
hritt ist das mittlere Ele-ment zwis
hen den Grenzen die neue Grenze und der Abstand zwis
hen denGrenzen halbiert si
h. Nimmt man vereinfa
hend an, dass Unters
hiede in
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6 7 9 12 23 24 25

3 8 10 13 14 17 19

15

Abbildung 4.5: Beispiel für MCSTL-Algorithmusmultisequen
e_partition; gesu
ht ist eine Aufteilung na
h 14 Ele-menten; In grau sind Elemente dargestellt, die no
h ni
ht betra
htet werden.Die Randelemente sind farbli
h hervorgehoben. Die 12 wird in der zweitenPhase von S
hritt 2 von der linken in die re
hte Partition übernommen,ebenso die 11 in der zweiten Phase von S
hritt 3der Sequenzlänge dur
h Padding gelöst werden, so benötigt man log maxi SiS
hritte.Analyse:

T (n, p) ∈ O(k log k · log max
j

|Sj|)4.1.7.2 Multiway MergeDie merge(Mis
hen)-Operation erhält zwei Sortierte Folgen und mis
ht dieElemente zu einer einzelnen sortierten Folge. Au
h hier verallgemeinert dieMCSTL den Algorithmus von zwei auf k sortierte Folgen S0, .., Sk−1 mit ak-kumulierter Länge n. Im ersten S
hritt des Algorithmus werden die Folgendur
h (p − 1)-fa
hes Abspalten der n/p kleinsten Elemente aufgeteilt. Hierkann jeder Prozessor eine Abspaltung übernehmen, indem er den sequentiel-len multisequen
e_partition-Algorithmus aufruft. Nun hat man für jedes
i zwis
hen 0 und p − 1 (womögli
h leere) Teilfolgen S0,i, .., S(k−1),i, über diealle Elemente mit Rang i · n/p bis (i + 1) · n/p verteilt sind.
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deleteMin()

+ update

Abbildung 4.6: Loser TreeAb diesem Punkt muss jeder Prozessor für sein i ein sequentielles Mergeauf den Listen S0,i bis S(k−1),i dur
hführen. Ein Verfahren, das diese Auf-gabe in O(log k · n/p) Zeit erledigt basiert auf Tournament Trees, genauereinem Loser Tree. Diese Bäume haben die Struktur einer Visualisierung vonTurnierergebnissen im K.-o.-System. Die Blätter sind die zu verglei
hendenElemente, in den inneren Knoten stehen die �Verlierer� von Paarungen, indiesem Fall ist es das Kind mit dem gröÿeren S
hlüssel. Damit stehen in deninneren Knoten Duplikate von Blattknoten. Entfernt man im einmal gefüll-ten Baum den kleinsten Knoten, der als Sieger no
h über der Wurzel steht,muss der Baum aktualisiert werden. Es ist für den Knoten bekannt, wel
hesBlatt zu ihm gehört. Von dort aus rei
ht ein Aufstieg zur Wurzel, um denneuen kleinsten Knoten zu bestimmen. Die Laufzeit ein minimales Elementzu bestimmen liegt also in O(log k) sobald der Baum einmal aufgebaut ist. Daein Prozessor hier bei Elementen mit glei
hem S
hlüssel ganz lei
ht die Ord-nung der ursprüngli
hen Sequenzen beibehalten kann, erbt der Algorithmusdie Stabilität von multisequen
e_partition.Analyse:
T (n, p) ∈ O(k log k · log max

j
|Sj| +

n

p
log k)4.1.7.3 (Stable) Multiway MergesortNun ist alles vorbereitet, was man für Multiway Mergesort in der MCSTLbrau
ht. Im ersten S
hritt des Verfahrens sortiert jeder Prozessor bis zu ⌈n/p⌉Elemente sequentiell. Die so entstandenen p sortierten Folgen werden dur
hmultiway_merge zu einer gemis
ht. Das Ergebnis von multiway_merge isteine neue, sortierte Folge, die no
h an den Platz der ursprüngli
hen kopiert
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13 14 15 16 17 17 17 17 18 20 21 22Abbildung 4.7: MCSTL-Algorithmus: multiway_mergewerden muss. Gegenüber Qui
ksort hat man also den Na
hteil, dass das Sor-tieren ni
ht in-pla
e ist, sondern vorübergehend doppelten Platz brau
ht.Zum Ausglei
h benutzt man in der MCSTL für den ersten S
hritt ein sta-biles, sequentielles Sortierverfahren, damit für den ganzen Algorithmus dieStabilität erhalten bleibt. Daher wird dieser Algorithmus verwendet, wennstable_sort aufgerufen wird.Analyse:

T (n, p) ∈ O(
n logn

p
+ p log p · log

n

p
)

4.2 Parallele PrioritätslistenProblembes
hreibung: Eine Prioritätsliste ist eine abstrakte Datenstruk-tur. Ihr zugrunde liegt eine Menge M , deren Elemente einen S
hlüssel besit-zen müssen, der ihre Ordnung festlegt. Zu Beginn giltM := ∅. Prioritätslisten
4.2. PARALLELE PRIORITÄTSLISTEN 86müssen die Operationen insert und deleteMin unterstützen. insert fügtein Element e zu M hinzu. deleteMin liefert das Element mit dem kleinstenS
hlüssel zurü
k und entfernt es aus M . Die Dauer jeder dieser Operatio-nen kann von n := |M | zum Zeitpunkt der Ausführung abhängen. Bei derhier betra
hteten parallelen Prioritätsliste werden insert und deleteMin ge-ändert. Bei der parallelen insert*-Operation fügt jeder Prozessor konstantviele Elemente ein. Bei dem parallelen deleteMin* werden die p kleinstenElemente entfernt und jeder Prozessor erhält eines.Benutzt man für die sequentielle Prioritätsliste Binary Heaps, so liegt derZeitbedarf sowohl bei insert, als au
h bei deleteMin in O(log n). Ein Ähnli-
hes Ergebnis wüns
ht man si
h au
h für parallele Prioritätslisten. Es soll al-lerdings au
h berü
ksi
htigt werden dass insgesamt Θ(p) Elemente eingefügtoder entfernt werden. Die angestrebte Zeits
hranke ist daher O(log n+log p).Es gibt eine andere De�nition des Problems für verteilte Algorithmen, beider die Prozessoren asyn
hron einzelne insert- oder deleteMin-Operationenausführen. Bei diesem Problem, das hier ni
ht betra
htet wird, muss ni
htnur hohe Parallelisierung und damit Ges
hwindigkeit errei
ht werden. Es istau
h wi
htig, dass trotz Zugri�en zu vers
hiedenen Zeiten auf vers
hiedenenProzessoren die Korrektheit erhalten bleibt.Viele Algorithmen, die Prioritätslisten verwenden, können mit der hierbetra
hteten Parallelisierung ni
ht auf die glei
he Art verwendet werden. Al-gorithmen, wie Dijkstras Algorithmus für die Bestimmung kürzester Pfade,funktionieren nur dur
h die sequentielle Struktur normaler Prioritätslisten.Bei einer sequentiellen Implementierung von Dijkstras Algorithmus hat dergefundene Pfad zu einem Knoten stets minimale Kosten, da ein Weg nurerweitert wird, wenn es die günstigste Erweiterung unter den mögli
hen ist.Werden bei der Parallelisierung au
h suboptimale Wege neben dem opti-malen verfolgt, so kann später der Knoten auf einem besseren Weg errei
htwerden. Ein typis
hes Problem, das von diesen Prioritätslisten pro�tiert, istdie Simulation von diskreten Ereignissen. Wird ein Ereignis simuliert, so kön-nen mehrere neue Ereignisse als Folge entstehen. Alle Prozessoren beziehenalso Ereignisse aus der Prioritätsliste und fügen bei der Simulation anfallendewieder in die Liste ein, bevor sie ein neues Ereignis beziehen.Eine einfa
he Umsetzung ist es die Prioritätsliste einem Prozessor zu über-lassen. Er verwaltet dann eine sequentielle Prioritätsliste und beantwortetAnfragen aller anderen Prozessoren. Ni
ht nur dass diese Implementierungdank ihrer Übers
haubarkeit gut zu debuggen ist, sie s
hlägt bei speziellenAnwendungen sogar viele verteilte Implementierungen. Dur
h eine zentrali-sierte Verwaltung bes
hränkt si
h Kommunikation auf Anfragen und Ant-worten. Asyn
hrone Zugri�e werden auf natürli
he Art und Weise geregelt.



4.2. PARALLELE PRIORITÄTSLISTEN 87Bei wenigen Zugri�en wird also Zeit für die zur Verwaltung nötige Kommu-nikation gespart. Bei der hier betra
hteten Anwendung werden aber immer

p Anfragen glei
hzeitig gestellt, also wäre sowohl für insert, als au
h fürdeleteMin Ω(p(Tstart + log n)) Zeit für einen Prioritätslistenzugri� nötig.4.2.1 Eine Anwendung: Bran
h-and-BoundEin weiteres typis
hes Einsatzgebiet, das von nun an dur
hgehend als moti-vierendes Beispiel dienen wird, ist das Bran
h-and-Bound Konzept. Für eingegebenes Problem wird die optimale Lösung gesu
ht. Hier ist eine Lösungdann optimal, wenn sie minimale Kosten hat. Das Problem soll Teillösungenbesitzen, dur
h die si
h die Kosten na
h unten abs
hätzen lassen. Ein sol-
hes Problem wäre die Su
he na
h einem Pfad in einem Graph mit positivenKantengewi
hten, der vorgegebene Eigens
haften erfüllt und minimale Kos-ten unter allen sol
hen Pfaden hat. Eine Teillösung sind dann Pfade, die diegegebene Eigens
haft ni
ht erfüllen, si
h aber geeignet erweitern lassen. DieKosten für einen sol
hen Pfad sind eine untere S
hranke für die Kosten einerdaraus resultierenden Lösung. Ein S
hritt in einem auf Bran
h-and-Boundbasierenden Algorithmus besteht aus zwei Phasen. In der ersten Phase, derBran
hphase werden aus einer Teillösung neue Teillösungen bzw. Lösungengeneriert. Die Zeit für das Erzeugen neuer Teillösungen wird im Folgenden TXgenannt. Die S
hranke für abgeleitete Teillösungen kann si
h verbessern, alsonur gegen die tatsä
hli
h nötigen Kosten wa
hsen. Ein Absinken der S
hran-ke ist ni
ht mögli
h, da sonst die S
hranke der vorhergehenden Teillösungverletzt wäre. In der Boundphase werden aus allen generierten Teillösungendie entfernt, deren untere S
hranke gröÿer ist als die Kosten für die Bestegefundene Lösung. Ziel ist es, Lösungsansätze ni
ht weiterzuverfolgen, sobaldsie die beste gefundene Lösung ni
ht mehr verbessern können.Hier soll Bran
h-and-Bound als Su
he na
h einem Knoten mit minimalenKosten in einem Baum H(V, E) interpretiert werden. Die Knotenmenge Vbesteht dann aus Teillösungen und Lösungen. Die Kinder eines Knotens sindaus einer Teillösung abgeleitete Teillösungen und Lösungen für das Problem.Ein Knoten ist genau dann ein Blatt, wenn er eine Lösung des Problemsrepräsentiert. Es wird weiterhin eine Kostenfunktion c(v) de�niert. Reprä-sentiert v eine Lösung, so entspri
ht c(v) den Kosten dieser Lösung. Ist veine Teillösung, so ist c(v) die zu der Teillösung gehörende untere S
hrankefür abgeleitete Lösungen. Die Kostenfunktion steigt als untere S
hranke fürdie Kosten der Lösung auf einem Abwärtspfad monoton an. Das gesu
hteBlatt, das minimale Kosten hat, wird als v∗ bezei
hnet. In Ṽ ⊆ V sollen alleKnoten liegen, deren Kosten hö
hstens so groÿ sind, wie die von v∗. Es gilt
4.2. PARALLELE PRIORITÄTSLISTEN 88also Ṽ := {v ∈ V : c(v) ≤ c(v∗)} und es soll m :=

∣
∣
∣Ṽ

∣
∣
∣ sein. Diese Mengeenthält also alle Teillösungen, die in jedem Fall untersu
ht werden, da ihreuntere S
hranke no
h unter den Kosten der optimalen Lösung liegt. Die Ein-s
hränkung des Baumes auf diese Knoten wird mit H̃ bezei
hnet, die Höhevon H̃ als h.4.2.1.1 Sequentielles Bran
h-and-BoundAlgorithmus 4.7: Sequentielles Bran
h-and-BoundQ := ( s equen t i a l ) P r i o r i t y Queue ;Q. i n s e r t ( root node ) ;while (v := Q. deleteMin ( ) i s not a l e a f ){forea
h (v′ ∈ s u 
 
 e s s o r s o f v ){Q. i n s e r t (v′ ) ;}}pro
e s s ( s o l u t i o n v ) ;Erläuterungen: Im ersten Beispiel soll vorgeführt werden, wie si
h ei-ne Prioritätsliste benutzen lassen kann, um einen sequentiellen Bran
h-and-Bound-Algorithmus zu realisieren. Es wird in jedem S
hritt der Knoten v mitdem niedrigsten c(v) gewählt. Ist es kein Blatt, so werden in TX Zeit die Na
h-folger bestimmt und in die Prioritätsliste eingefügt. Da deleteMin() stetsden Knoten mit den niedrigsten Kosten liefert, ste
kt die Bound-Phase in derSortierung der Prioritätsliste. Das erste Blatt, das geliefert wird, hat minima-le Kosten unter allen Knoten, die no
h in der Prioritätsliste enthalten sind,also könnte kein Knoten mehr gezogen werden, der die Lösung verbessernwürde. Es werden also alle Knoten, die ni
ht in Ṽ liegen, sofort so eingefügt,dass sie erst na
h dem besten Blatt gezogen werden würden. Alle m Knotenvon Ṽ müssen dagegen dur
hsu
ht werden und bis auf v∗ liegen nur innereKnoten in Ṽ . Somit muss für jeden TX Zeit aufgebra
ht werden, um Na
hfol-ger zu generieren. Bei den Prioritätlistenoperationen wird zunä
hst m-fa
hesdeleteMin() benötigt, da jeder Knoten in Ṽ extrahiert werden muss. Wei-terhin gehören zu jedem Knoten in Ṽ bes
hränkt viele Einfügeoperationen.Da Elemente auÿerhalb von Ṽ ni
ht mehr betra
htet werden, ist das au
halles was an Einfügeoperationen notwendig ist. Es ist also für jedes der mElemente eine dur
h eine Konstante bes
hränkte Anzahl an Prioritätslisten-operationen nötig, deren Zeitbedarf in O(log m) liegt.
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Tseq ∈ m(TX + O(logm))4.2.1.2 Bran
h-and-Bound na
h Karp und ZhangAlgorithmus 4.8: Bran
h-and-Bound na
h Karp und ZhangQ := ( s equen t i a l ) P r i o r i t y Queue ;i f ( i = 0){Q. i n s e r t ( root node ) ;}

c∗ := ∞ ;while (∃j : Q�j 6= ∅){

v := Q. deleteMin ( ) ;i f (c(v) ≥ c∗ ){Q := ∅ ;} else {i f (v i s a l e a f ){p ro
e s s (new s o l u t i o n v ) ;

c∗ := c(v) ;

c∗ := minj c∗�j ;} else {forea
h (v′ ∈ s u 
 
 e s s o r s o f v ){s e l e 
 t random j ∈ {0, . . . , p − 1} ;(Q�j ) . i n s e r t (v′ ) ;}}}} Erläuterungen: Dieser Algorithmus aus [5℄ stellt eine Parallelisierungvon Bran
h-and-Bound dar. Es besitzt jeder Prozessor eine eigene sequenti-elle Prioritätsliste. Im Wesentli
hen funktioniert er wie der sequentielle Algo-rithmus. Eine Änderung ist, dass mehrere Knoten parallel dur
h vers
hiedeneProzessoren untersu
ht werden. Um gute Lastverteilung zu errei
hen, werdendie generierten Na
hfolger von Knoten ni
ht nur in die eigene Prioritätlisteeingefügt. Stattdessen verteilt man die neuen Knoten zufällig über die Prio-ritätslisten aller Prozessoren. Wenn ein Prozessor bei diesem Algorithmuseinen Blattknoten �ndet, hat er nur das minimale Element von allen, dieer besitzt. Auf globaler Ebene kann es no
h immer bessere Lösungen geben.
4.2. PARALLELE PRIORITÄTSLISTEN 90Damit andere Prozessoren ihre Su
he ebenfalls re
htzeitig abbre
hen können,teilt jeder Prozessor anderen die Kosten eines gefundenen Blattes mit. Wennin einem S
hritt mehrere Blätter gefunden werden, so wird über Redukti-on die niedrigste Kostens
hranke bestimmt. So können Prozessoren, die nurteure Knoten besitzen ihre Prioritätsiste bereinigen, bis sie neue Knoten mitniedrigen Kosten erhalten.Da H̃ no
h immer dur
hsu
ht werden muss, ist m/p eine Untere S
hrankefür die Laufzeit. Eine zweite Laufzeits
hranke ergibt si
h aus der Tatsa
he,dass in H̃ auf dem längsten Pfad keine Parallelisierung mögli
h ist. Es istalso au
h h eine untere S
hranke. Damit beträgt au
h die parallele Laufzeitmindestens max{m/p, h} ∈ Ω(m/p + h). In [9℄ wird gezeigt, dass mit einerWahrs
heinli
hkeit von 1−m−k1 hö
hstens k2(

m
p

+h+logm+log p) S
hrittefür die Ausführung benötigt werden, wobei k1 und k2 Konstanten sind. DieseZeit ist asymptotis
h optimal.Analyse:
T (n, m, p) ∈ Õ((m

p
+ h)(TX + T
oll + log m))4.2.1.3 Bran
h-and-Bound und parallele PrioritätslistenAlgorithmus 4.9: Bran
h-and-Bound mit Parallelen PrioritätslistenQ := ( s equen t i a l ) P r i o r i t y Queue ;Q. i n s e r t ( root node ) ;

c∗ := ∞ ;while (Q 6= ∅){
v := Q. deleteMin * ( ) ;i f (c(v) < c∗ ){i f (v i s a l e a f ){p ro
e s s (new s o l u t i o n v ) ;

c∗ := c(v) ;

c∗ := minj c∗�j ;} else {forea
h (v′ ∈ s u 
 
 e s s o r s o f v ){Q. i n s e r t *(v′ ) ;}}}}



4.2. PARALLELE PRIORITÄTSLISTEN 91Erläuterungen: Jetzt mö
hte man bei der parallelen Implementierungso viel wie mögli
h auf die Prioritätslisten abwälzen. Hier erhält jeder Prozes-sor am Anfang des S
hrittes eines der p kleinsten Elemente. Das rei
ht au
hhier no
h ni
ht, um si
her sein zu können, dass das erste gefundene Blatt au
hdas gesu
hte ist. Ein anderer Prozessor könnte im glei
hen S
hritt einen in-neren Knoten erhalten haben, der zu einem günstigeren Blatt expandiert.Es ist daher wieder nötig die Kosten der besten Lösung zu spei
hern, umfestzustellen, wann eine Expansion ni
ht mehr nötig ist.Die Abs
hätzung ist in diesem Fall etwas lei
hter. Es gilt immer no
hdie untere S
hranke von max{m/p, h}. Wenn in der Prioritätsliste in einemS
hritt mindestens p Knoten aus H̃ liegen, dann kann ein p-tel der Knotenverarbeitet werden. Gäbe es nur sol
he S
hritte, so wäre der Algorithmusna
h m/p S
hritten fertig. Es kann aber passieren, dass weniger als p Knotenaus H̃ in der Prioritätsliste liegen, dann werden au
h Knoten betra
htet, dieim sequentiellen Fall ni
ht betra
htet werden würden. Die in diesem S
hrittbetra
hteten Knoten aus H̃ werden alle expandiert. Die Kindknoten dieserBäume haben eine um 1 gröÿere Höhe, also kann dieser Fall nur h Maleeintreten. Insgesamt kann der Algorithmus dur
h Alternieren zwis
hen beidenFällen hö
hstens m/p + h S
hritte benötigen. Wie gewohnt kann in jedemS
hritt TX Zeit für die Expansion der Knoten und O(TPQueue) Zeit für diePrioritätslistenoperation verbrau
ht werden.Analyse:

T (n, m, p) ∈ (m
p

+ h)(TX + O(TPQueue))Bisher muss bei Knoten, deren Na
hfolger s
hnell generiert werden kön-nen, gewartet werden, bis au
h die anderen Knoten bearbeitet wurden. Umdas zu vermeiden, kann jeder Prozessor separate Prozesse für Prioritätslisten-verwaltung und für Bran
h-and-Bound anlegen. Es wird ni
ht mehr gewartet,bis alle Prozessoren neue Knoten brau
hen, die expandiert werden sollen. So-bald eine hinrei
hend groÿe Anzahl an Prozessoren mit der Expansion fertigist, wird ein deleteMin* ausgeführt und sie erhalten bereits neue Daten.4.2.2 Paralleles Sele
tBevor es an die Realisierung paralleler Prioritätslisten geht, wird hier eineHilfsfunktion eingeführt, die für das parallele deleteMin* wi
htig sein wird.Deswegen wird au
h die Parallelisierung ni
ht allgemein, sondern nur für denspäter benötigten Spezialfall betra
htet.
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hreibung: Gegeben ist eine Menge Q mit |Q| = n undein k ≤ n. Su
he die k kleinsten Elemente in Q.Die hier bes
hriebene Lösung des Sele
t-Problems angelehnt an einenAlgorithmus aus [2℄: Algorithmus 4.10: Sele
tSe l e 
 t (Q ,k ){i f ( |Q| ≤ s){s o r t (Q ) ;return f i r s t k e lements o f Q ;}

S := s random elements from Q ;s o r t (S ) ;
u := element ranked ⌈

k
ns + ∆

⌉ in S ;
l := element ranked ⌊

k
ns − ∆

⌋ in S ;
Q< := {q ∈ Q : q < l} ;
Q> := {q ∈ Q : q > l} ;
Q′ := Q \ (Q< ∪ Q>) ;i f ( |Q<| < k ){return (Q<∪Se l e 
 t (Q′ ,k − |Q<| ) ) ;} else {i f ( |Q<| + |Q′| < k ){return Q< ∪ Q′∪Se l e 
 t (Q> ,k − (|Q<| + |Q′|) ) ;} else {return Se l e 
 t (Q< ,k ) ;}}} Erläuterungen: Die Idee hinter dem Algorithmus ist zunä
hst dur
h einzufälliges Sample S abzus
hätzen, wel
he Elemente mit hoher Wahrs
hein-li
hkeit unter den k kleinsten liegen. Dazu wird aus dem Sample das Ele-ment gewählt, das das Sample in einem ähnli
hen Verhältnis aufteilt, wie kdas vollständige Q. Es müssen no
h Abwei
hungen abgefangen werden, dieunvermeidli
h dur
h unzurei
hend repräsentatives Sample, sowie die grobeAufteilung entstehen. Dazu wird ein um −∆ im Rang abwei
hendes Element

l als untere und ein um ∆ abwei
hendes Element u als obere Grenze ausge-wählt. Diese zwei Grenzen legen eine Aufteilung von Q in drei Mengen fest.Die Menge Q′ enthält alle Elemente mit Gröÿe zwis
hen l und u, zu kleineElemente kommen in Q< zu groÿe in Q>. Ist das k-te Element bei sortiertem

Q zwis
hen den so gewählten Grenzelementen, so sind alle Elemente in Q<
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hlossenwerden. Es muss also no
h überprüft werden, wel
he Elemente in Q′ unterden ersten k sind. Rekursiv wird die Intervall so weit eingegrenzt, bis sowenige Elemente übrig sind, dass sie s
hnell sortiert werden können.Die Wahrs
heinli
hkeit, dass in einem Rekursionss
hritt das Problem auf

Q′ eingegrenzt werden kann hängt von s und ∆ ab. Beide Parameter be-ein�ussen ebenfalls die Zeit, die ein einzelner Rekursionss
hritt kostet. Eingröÿeres s erhöht den Sortieraufwand, ma
ht das Sample aber repräsentati-ver. Den Parameter ∆ zu vergröÿern erhöht die Wahrs
heinli
hkeit, dass das

k-te Element zwis
hen l und u liegt, vergröÿert aber au
h das Q′ auf daseinges
hränkt wird.Für die Parallelisierung wird hier nur ein Sonderfall betra
htet, bei dem

n = p log p und k = p gilt. Dieser Fall wird später auftreten. Für die Sam-plegröÿe s bietet si
h im parallelen Fall √p an, da so viele Elemente dur
hs
hnelles Ranking (4.1) mit wenigen kollektiven Kommunikationsoperatio-nen sortiert werden können. Bei p log p Elementen ist die Samplegröÿe dabeino
h ausrei
hend, um in jedem Iterationss
hritt bei ∆ ∈ Θ(p1/4+ǫ) mit hoherWahrs
heinli
hkeit wie gewüns
ht eine Eins
hränkung auf Q′ zu errei
hen.Beweisen lässt si
h das mit Cherno�-S
hranken. Ähnli
h wie bei Sample-Sort (4.5) zeigt man, dass bei Ziehen der Samples mit Zurü
klegen die Wahr-s
heinli
hkeit, dass zu viele zwis
hen u und l liegen sehr niedrig ist. Damitsind von anfängli
h p log p Elementen bereits na
h O(1) Rekursionss
hrit-ten hö
hstens no
h √
p Elemente übrig, die wieder s
hnell sortiert werdenkönnen. Ist T
oll die Zeit für eine kollektive Kommunikation, so brau
ht derAlgorithmus in jeder Rekursionsebene O(T
oll) Zeit zum Sortieren des Samp-les mit s
hnellem Ranking und ebenfalls O(T
oll) für eine Prä�xsumme, mitder die Elemente den drei Mengen zugeordnet werden. Auf eine Umvertei-lung wird na
h der Prä�xsumme verzi
htet, da zufällige Verteilung bereitseine gute Lastverteilung wahrs
heinli
h ma
ht. Na
h O(1) Ebenen sind no
h√

p Elemente vorhanden, die wieder in O(T
oll) sortiert werden.Analyse:

T (p log p, p) ∈ Õ(T
oll)
4.2. PARALLELE PRIORITÄTSLISTEN 94

k

s·k/n +Δ-Δ

Q’ Q>Q< Abbildung 4.8: Eine Sele
t-Rekursion4.2.3 Parallele PrioritätslistenDie nun bes
hriebene Prioritätsliste na
h [11℄ setzt wieder auf eine sequenti-elle Prioritätsliste für jeden Prozessor. Für insert* greift man die Idee ausdem Algorithmus von Karp und Zhang auf. Randomisierung hilft au
h hierdabei die Knoten einigermaÿen glei
hmäÿig über die lokalen Prioritätslistenzu verteilen. Cherno�-S
hranken lassen si
h anwenden, um zu zeigen, dass beieiner insert*-Operation mit hoher Wahrs
heinli
hkeit hö
hstens O( log p
log log p

)neue Elemente in eine lokale Prioritätsliste eingefügt werden. Da die Ele-mente glei
hmäÿig verteilt sein sollten, kostet das Einfügen eines Elementesin eine lokale Prioritätsliste O(log n
p
) Zeit. Zusammen mit dem kollektivenNa
hri
htenaustaus
h, der statt�nden muss, um die Elemente auf die Pro-zessoren zu bringen, in deren Prioritätsliste sie gehören, ergibt si
h für eininsert* ein Zeitbedarf von

T
oll + Õ(
log p

log log p
· log

n

p
)Bessere lokale Prioritätslisten können diese S
hranke senken, es sollte aberdarauf gea
htet werden, dass bessere amortisierte S
hranken mögli
herweiseni
ht rei
hen. Es ist keine Verbesserung zu erwarten, wenn jeder Prozessorfür si
h nur in seltenen Fällen lange brau
ht, aber bei jedem insert* füreinen der Prozessoren dieser seltene Fall eintritt.Eine komplexere Funktion stellt bei dieser Realisierung deleteMin* dar.Anders als bei Karp und Zhang sollen die Prozessoren ni
ht mehr nur daskleinste Element ihrer Prioritätsliste erhalten. Na
h deleteMin* soll jederProzessor eines der p kleinsten Elemente aus der Vereinigung über alle lokalenPrioritätslisten besitzen. Eine erste Version könnte dann wie folgt aussehen:
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Q0 := the O(log p) sma l l e s t e lements o f Q1 ;

M := s e l e 
 t (∪jQ0�j ,p ) ;enumerate M = {e0, · · · , ep−1} ;a s s i gn ej to PE j ;i f (maxj ej > mink Q1�k ){expens ive s p e 
 i a l 
ase treatment ;}empty Q0 ba
k in to Q1 ;} Im ersten S
hritt werden aus jeder der p lokalen Listen Q1 die kleins-ten log p Elemente herausgenommen und in eine sortierte Liste Q0 abgelegt.Bei O(log n
p
) Zeit für ein lokales deleteMin ist die Gesamtzeit zum erzeugender Q0 in O(log p log n

p
). Es ist sehr wahrs
heinli
h, dass in der Vereinigungüber alle lokalen Q0 die p kleinsten Elemente liegen. Paralleles Sele
t (4.2.2)liefert die p kleinsten Elemente aus allen lokalen Q0. Wie bereits gezeigt,ist Õ(T
oll) Zeit nötig, um die kleinsten p Elemente aus insgesamt p log p zubestimmen. Die so bestimmte Menge der p kleinsten Elemente wird mit Mbezei
hnet. Über eine Prä�xsumme lassen si
h die Elemente in M dur
hnum-merieren. Diese Elemente werden in einer weiteren kollektiven Operation andie entspre
henden Prozessoren ausgeliefert. Prä�xsumme und Verteilen derElemente kosten jeweils O(T
oll) Zeit. Es ist wieder O(T
oll) Zeit nötig, um zuprüfen, ob in einem Lokalen Q1 no
h immer mindestens ein Element ist, daskleiner ist, als das gröÿte in M . Wenn das passiert, dann hat es ni
ht gerei
htnur die log p kleinsten Elemente aus jeder lokalen Prioritätsliste zu berü
k-si
htigen. Dieser Sonderfall kostet dann polynomielle Zeit. Ans
hlieÿend sinddie p kleinsten Elemente bekannt und was no
h von den lokalen Q0 übrigist, muss wieder in Q1 einsortiert werden. Da auf jedes Q0 ein Element in

M kommt, muss zumindest ein Prozessor O(log p) Elemente in Q1 mis
hen.Damit kostet es O(log p log n
p
) Zeit Q0 wieder in Q1 zu mis
hen.Eine Verbesserung errei
ht man dadur
h, dass man Q0 ni
ht mehr fürjede Operation komplett neu bestimmt. Da si
h an einem lokalen Q1 bei je-dem Einfügen relativ wenig ändert, ändert si
h au
h au
h an Q0 ni
ht viel.Für die Elemente von Q0 bedeutet es vor allem, dass viele immer wiederneu aus Q1 gezogen und einsortiert werden müssen. Um diesen Aufwand zusenken ma
ht man die Aufteilung in Q0 und Q1 permanent. Dabei bleibt Q1eine sequentielle Prioritätsliste und Q0 ein sortiertes Array. Neue Elementewerden dur
h insert* nun in Q0 eingefügt. Dazu werden die einzufügenden
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h ein Merge mit dem sortierten Q0 kombiniert.Um Q0 zu bes
hränken, wird es na
h log p Einfügeoperationen wieder in Q1geleert. Mit Cherno�-S
hranken lässt si
h wieder zeigen, dass bis dahin mithoher Wahrs
heinli
hkeit O(log p) Elemente in Q0 sind. Das Vers
hmelzenmit Q1 hat dann Kosten O(log p · log n
p
). Da alle Prozessoren das zur glei-
hen Zeit tun, lassen si
h hier amortisierte S
hranken anwenden und überdie log p S
hritte gemittelt bleibt no
h O(log n

p
) Zeitbedarf übrig. Da manvon O(log p) Elementen zu jedem Zeitpunkt ausgeht, kann au
h die Merge-operation beim Einfügen abges
hätzt werden. Es werden bis zu O( log p

log log p
)neue Elemente mit O(log p) Elementen in Q0 gemis
ht, das hat Zeitbedarf in

O(log p). Dieser logarithmis
he Term wird dur
h die Zeit für die kollektiveNa
hri
htenoperation dominiert, in der zu Beginn die Elemente zufällig überdie Prozessoren verteilt werden. Ein insert* dauert also
O(T
oll + log

n

p
)Zeit, zusammengesetzt aus dem Verteilen und dem amortisierten Leeren von

Q0, das alle log p S
hritte statt�ndet.Bei jeder deleteMin*-Operation wird zunä
hst geprüft, ob die p kleins-ten Elemente in Q0 liegen. Dafür muss nur in einer kollektiven Operationbestimmt werden, ob mindestens p Elemente in Q0 existieren, die kleinersind, als das minimale in Q1. Gilt das ni
ht, so nehmen alle Prozessoren daskleinste Element aus ihrem Q1 zu Q0 hinzu. Das zufällige Verteilen beimEinfügen ma
ht es sehr wahrs
heinli
h, dass es rei
ht O(1) Male das kleinteElement aus jedem Q1 in das zugehörige Q0 zu vers
hieben, bis keines der pkleinsten no
h in einem Q1 liegt. Wenn also die Anzahl der insert*-Aufrufeder für deleteMin* entspri
ht, so werden au
h hier mit hoher Wahrs
hein-li
hkeit nur O(log p) Elemente in Q0 aufgenommen. Insgesamt ändert si
halso ni
hts daran, dass Q0 eine erwartete Gröÿe von O(log p) hat. Es ergibtsi
h die folgende, verbesserte Realisierung:Algorithmus 4.12: deleteMin*deleteMin *(Q0 ,Q1 ,n ,p){while ( |{e ∈ ∪jQ0�j : e < min(∪jQ1�j)}| < p){

Q0 := Q0 ∪ {Q1 . de leteMin ( )} ;}
M := s e l e 
 t (Q0 ,p ) ;enumerate M = {e0, · · · , ep−1} ;a s s i gn ej to PE j ;}
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Q1

Q0

Wählen p kleinster Elemente

Zuordnung zu PEs

PE 0 PE 1 PE 2 PE 3

Abbildung 4.9: deleteMin*Damit lässt si
h au
h für deleteMin* eine Laufzeit errei
hen, die mithoher Wahrs
heinli
hkeit in O(T
oll + log n
p
) liegt. Die Zeit für Sele
t, Dur
h-nummerieren und Verteilen der kleinsten p Elemente ändert si
h ni
ht. Esmuss aber in jedem S
hritt nur O(1) Male auf Q1 zugegri�en werden. EinZugri� hat die Kosten log n

p

und damit liegt die Zeit für diese Variante vondeleteMin* in

Õ(T
oll + log
n

p
)Analyse:

Tinsert*(n, p) ∈ Õ(T
oll + log n
p
)

TdeleteMin*(n, p) ∈ Õ(T
oll + log n
p
)Weiter optimieren lassen si
h no
h Operationen auf lokalen Prioritätslis-ten. An den S
hranken ändern diese Optimierungen aber ni
hts. Da alle log pS
hritte Q0 geleert wird, kann es si
h beispielsweise lohnen Listenstrukturenfür Q1 zu wählen, die s
hnelle Mergeoperationen mit einer sortierten Listeermögli
hen. Umgekehrt kann Q0 na
h dem Leeren au
h wieder mit Elemen-ten gefüllt werden. Dafür kann Q1 ebenfalls so angepasst werden, dass au
hdeleteMin für Mengen unterstützt wird.4.3 Weiteres zur MCSTL4.3.1 FindProblembes
hreibung: Gegeben ist ein Array a [0..n − 1] mit n Elementen
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seq par PE 0 PE 1 PE2 PE3

kk0 n-10Abbildung 4.10: Beispiel für den find MCSTL-Algorithmusund ein Prädikat P . Gesu
ht ist das minimale k für das das P (a [k]) wahrwird.Das allgemeine Problem wird in der STL von find_if gelöst wo ein über-gebenes Prädikat zu erfüllt werden soll. Aber au
h die Spezialfälle find undmismat
h lassen si
h über Glei
hheit als Prädikat realisieren.Sequentiell brau
ht das Problem O(k) Zeit, man geht einfa
h dur
h dasArray und überprüft, ob das gesu
hte Element gefunden ist. Bei der naivenParallelisierung wird das Array glei
hmäÿig unter den Prozessoren aufgeteilt,jeder su
ht in seinem Abs
hnitt na
h einem geeigneten Element. Gibt es imganzen Array nur eines, so liegt der Aufwand in Ω(n/p), da nur ein Prozessorvorzeitig abbre
hen kann. Statt aber für einen frühen Abbru
h zusätzli
heKosten zur Überprüfung zu investieren, überlässt man diese Aufgabe derArbeitsaufteilung.Sollte das gesu
hte Element bereits sehr früh vorkommen, so lohnt essi
h womögli
h gar ni
ht mit der Parallelisierung zu beginnen, da dort dieKosten für die Initialisierung mögli
herweise höher sind, als für sequentielleBestimmung. Deswegen werden die ersten k0 Elemente, für ein festes k0,sequentiell dur
hsu
ht. Von da an nimmt si
h jeder Prozessor einen immergröÿer werdenden Blo
k aus dem Array. Dazu wird eine Variable für denIndex des ersten Elementes angelegt, das keinem Prozessor zugewiesen ist.Über fet
h-and-add kann der Zugri� auf diese Variable kontrolliert werden.So wird si
hergestellt, dass nur ein Prozessor si
h einen neuen Blo
k si
hert.Wenn ein Prozessor seinen Blo
k dur
hsu
ht hat, beginnt er einen neuen,wobei die beanspru
hte Blo
klänge jedes Mal um einen konstanten Faktorerhöht wird, bis sie eine maximallänge errei
ht hat. Hat er das gesu
hteElement gefunden, beanspru
ht er alle verbleibenden Elemente für si
h. Sokann eine Laufzeit von O(k/p) garantiert werden. Im s
hlimmsten Fall habenalle Prozessoren einen neuen Blo
k mit einer um Faktor c vergröÿerten Längebegonnen und ein Prozessor tri�t glei
h beim ersten Element auf die Lösung.Damit muss jeder Prozessor insgesamt c(k − 1)/p + B Elemente bearbeiten,wobei B die anfängli
he Blo
klänge ist. Nur einer ist na
h (k−1)/p+1 fertig,was die anderen Prozessoren aber erst bemerken, wenn sie ihre neuen Blö
keabgearbeitet haben.
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T (n, p) ∈ O(
k

p
)4.3.2 Random Shu�eAufgabe der random_shuffle-Operation ist es, eine vorgegebene Folge zu-fällig zu mis
hen. Mit dem Sortierproblem gemeinsam hat dieses Problem,dass viele Daten s
hnell umverteilt werden müssen. Au
h wenn das Tau-s
hen der Elemente zufällig statt�ndet und ni
ht strukturiert, bleiben vieleEigens
haften erhalten. So hat random_shuffle als paralleler Algorithmussowohl bei verteiltem Spei
her und dem Kommunikationsaufwand, als au
hbei gemeinsamem Spei
her und konkurrierenden Ca
hezugri�en verglei
hba-re Anforderungen.Der STL-Ansatz besteht hier daraus, einmal dur
h die Elemente zu ite-rieren und jedes dabei mit einem zufällig gewählten anderen zu taus
hen.Ein sol
hes Vorgehen ist alles andere als 
a
hee�zient, da immer wieder aufvers
hiedene Positionen in der Sequenz ges
hrieben wird. Stattdessen wirdfür die MCSTL in drei S
hritten auf Basis des Mersenne Twister zufälliggemis
ht. Zunä
hst teilt jeder Prozessor für si
h seine Elemente zufällig klokalen Bu
kets zu. Hier wird nur sequentiell gelesen und in k Arrays se-quentiell ges
hrieben. Die kp so entstandenen Bu
kets werden im zweitenS
hritt zu insgesamt k zusammengefasst, indem alle p lokalen Bu
kets mitdem glei
hen Index zu einem globalen vereinigt werden. Im dritten S
hrittwird innerhalb dieser k Bu
kets zufällig permutiert. Zum S
hluss können alleBu
kets wieder zu einer Folge zusammengesetzt werden.Analyse:

T (n, p) ∈ O(
n

p
+ p)
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PE 0

PE 1Abbildung 4.11: Beispiel für den random_shuffle MCSTL-Algorithmus



101

5 Graphenalgorithmen

5.1 List RankingDen Anfang ma
ht ein Problem, das an der Grenze zu den Graphenalgorith-men steht. Ziel ist es eine verkettete Liste in ein Array zu konvertieren. Eineverkettete Liste kann dur
haus als spezieller Graph betra
htet werden. ImZusammenhang mit parallelen Algorithmen ist das Problem au
h besondersinteressant, da lange Pfade si
h s
hle
ht parallelisieren lassen. In Arrays las-sen si
h dagegen viele Probleme gut unter den Prozessoren aufteilen, selbstwenn die Reihenfolge der Elemente eine wi
htige Rolle spielt. Um überhauptParallelisierung zu ermögli
hen wird hier das Problem in einer Form ange-nommen, in der zwar bereits über einen Index auf alle Elemente zugegri�enwerden kann, dieser Index aber ni
hts über die Reihenfolge in der Liste aus-sagt.Problembes
hreibung: Gegeben ist eine Liste L mit n Elementen. DieFunktion S(j) liefert den Index des Na
hfolgers gemäÿ der Listenordnungfür das Element mit Index j. Die Funktion P (j) liefert analog dazu denVorgängerindex für das Element mit Index j. Für das erste Element h in derListe ist P (h) := h, für das letzte Element t gilt S(t) := t. Zu bestimmenist R(j) := min{k : Sk(j) = t} für jedes Element j. Es wird also eineRangfunktion gesu
ht, die für jedes Element den Abstand vom Listenendezurü
kgibt. Ein Array A [0..n − 1] erhält man mit dieser Funktion ganz lei
ht,indem man die Zuordnung A [n − 1 − R(j)] := L [j] für jedes j anwendet.
5.1. LIST RANKING 1025.1.1 Pointer ChasingAlgorithmus 5.1: Pointer Chasing

j := t ;for (k := 0 ; k < n − 1 ; k++){

R(j) := k ;

j := P (j) ;} Erläuterungen: Die sequentielle Lösung für das Problem bedarf kaumeiner Erklärung. Ist das letzte Element der Liste t gefunden, so folgt man nurno
h den Vorgängereferenzen und nummeriert die Elemente dabei dur
h. Istdie su
he na
h dem Listenende nötig, so lässt sie si
h lei
ht parallelisieren.Das Traversieren der Liste dagegen bietet keine natürli
hen Angri�spunktefür Parallelisierung.Analyse:
T (n) ∈ O(n)

W (n) ∈ Θ(n)5.1.2 Doubling mit PRAMEin wi
htiger Ansatz lineare Strukturen parallel zu untersu
hen nennt si
hDoubling. Dabei pro�tiert man in jedem S
hritt von den Abkürzungen, dieandere Prozessoren �nden, um logarithmis
he Zeit zu errei
hen:
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Q(i) := S(i) ;i f (S(i) = i){

R(i) := 0 ;} else {

R(i) := 1 ;}while (S(Q(i)) 6= Q(i)){

R(i) := R(i) + R(Q(i)) ;

Q(i) := Q(Q(i)) ;} Erläuterungen: Dieser Algorithmus ist auf eine CREW PRAM mit

p = n Prozessoren ausgelegt. Der Prozessor mit dem Index i bestimmt dabeiden Rang R(i) für ein Listenelement. Das Verfahren, das dafür benutzt wird,wird Doubling genannt. In jedem S
hritt wird dur
h jeden Prozessor in eineigenes Q(i) eine Abkürzung gespei
hert. R(i) enthält die Länge des Pfades,der über diese Abkürzung übersprungen wird. Zu Beginn wird der direkteNa
hfolger dort gespei
hert und entspre
hend ist R(i) für diesen Fall 1, wenndas Element ni
ht am Ende der Liste liegt. In jedem S
hritt wird der Pfad, derdur
h Q(i) übersprungen wird, verlängert. Dazu wird beim neuen Pfad dasElement mit dem Index Q(i) übersprungen. Stattdessen wird die Abkürzungdirekt auf Q(Q(i)) umgeleitet. Die Länge des übersprungenen Pfades setztsi
h aus der Länge des Pfades bis Q(i) und der Länge R(Q(i)) von dort ausbis Q(Q(i)) zusammen. Wenn Q(Q(i)) ni
ht auf das letzte Element der Listezeigt, dann verdoppelt si
h so der Pfad, der dur
h Q(i) übersprungen wird,sonst steht in R(i) ans
hlieÿend das Ergebnis. Insbesondere sind für das ersteElement in der Liste Θ(log p) S
hritte nötig, bis in R(i) das Ergebnis steht.Analyse:

T (n, n) ∈Θ(log n)

W (n, n) ∈Θ(n log n)
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1 2 3 4 5 6 7 80 3 4 6 2 0 1 5 7 8i

1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0

2 2 2 2 2 2 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2 1 0

4 3 4 4 4 2 4 1 0 4 4 4 4 4 3 2 1 0

4 3 5 8 7 2 6 1 0 8 7 6 5 4 3 2 1 0Abbildung 5.1: Doubling mit PRAM; links als Array dargestellt, re
hts dieEinträge in Listenreihenfolge



5.1. LIST RANKING 1055.1.3 Paralleles List Ranking dur
h Entfernen unabhän-giger TeilmengenAlgorithmus 5.3: List Ranking by Independent Set RemovalindependentSetL istRanking (n ,S ,R){i f (p > n){doubl ing (n ,S ,R ) ;return ;}

I :⊂ {0..n − 1}, j ∈ I ⇒ S(j) 6∈ I ;

f : {0..n − 1} \ I → {0..n − 1 − |I|} b i j e 
 t i v e ;//remove independent s e t :parallel_forea
h ( i 6∈ I ){i f (S(i) ∈ I ){

S′(f(i)) := S(S(i)) ;

R′(f(i)) := R(i) + R(S(i)) ;} else {

S′(f(i)) := S(i) ;

R′(f(i)) := R(i) ;}independentSetLi stRanking (n − |I| ,S′ ,R′ ) ;parallel_forea
h ( i 6∈ I ){

R(i) := R′(f(i)) ;}parallel_forea
h ( i ∈ I ){

R(i) := R(i) + R′(f(S(i))) ;}} Erläuterungen: Man könnte Doubling auf allgemeine p übertragen,indem jeder Prozessor n
p

Elemente übernimmt. Dadur
h erhält man eineLaufzeit von O(n
p
log n). Es liefert aber eine Verbesserung ni
ht das gesam-te Doublingverfahren für jedes Element dur
hzuführen. Es wird stattdessenzunä
hst in jedem S
hritt eine Teilmenge I entfernt, wobei für kein Element

j von I der Na
hfolger S(j) au
h in I liegen darf. Ein sol
hes I wird als un-abhängige Teilmenge (Independent Set) bezei
hnet. Insbesondere liegt dasletzte Element ni
ht in I, da es sein eigener Na
hfolger ist. Die Eigens
haft,dass keine bena
hbarten Elemente in I liegen, si
hert zu, dass zunä
hst fürjedes Element, dessen Na
hfolger oder Vorgänger in I liegt, in einem S
hritteine �Abkürzung� gelegt werden kann, die das Element in I überspringt. Wiebei Doubling muss si
h wieder die Anzahl der so übersprungenen Elemente
5.1. LIST RANKING 106als Pfadlänge gemerkt werden. Au
h hier addieren si
h beim Überspringendie Längen der zusammengefassten Pfade auf. Rekursives Entfernen unab-hängiger Teilmengen liefert irgendwann eine Restmenge, die no
h p oderweniger Elemente enthält. Für diese Elemente kann wie gewohnt Doublingverwendet werden, um die �nalen Ränge der Elemente zu bestimmen, da dieLängen der Pfade, die über als unabhängige Teimengen entfernte Elementeverlaufen, bereits bekannt sind. Die unabhängigen Teilmengen können dannin umgekehrter Reihenfolge wieder hinzugenommen werden. Für jedes Ele-ment einer unabhängigen Teilmenge kann � wieder dank der Eigens
haft,dass der Na
hfolger für ein Element ni
ht enthalten ist � in einem S
hrittaus dem bekannten �nalen Rang des Na
hfolgers ebenfalls der �nale Rangbestimmt werden. Sobald also auf diese Weise alle unabhängigen Teilmengenwieder integriert wurden, ist der Rang für jedes Element bekannt. Es fälltauf, dass man si
h hier gegenüber der naiven Parallelisierung des Doublinggespart hat diese Elemente in jedem S
hritt zu aktualiseren.Für die Analyse ist wi
htig, wie eine unabhängige Teilmenge bestimmtwird und wie gut si
h die ursprüngli
he Liste dadur
h verkleinern lässt. Bei-des soll jetzt präzisiert werden. Das Problem eine unabhängige Teilmenge derGröÿe n

2

zu bestimmen lässt si
h s
hle
ht parallelisieren. Zu gunsten der Lauf-zeit wird daher keine optimale Lösung verlangt und dann hilft wieder einmalRandomisierung weiter. Jeder Prozessor ist für n
p

Elemente verantwortli
h.Er wählt für jedes davon zunä
hst zufällig 1 oder 0. Die Elemente, bei deneneine 1 gewählt wurde, sind Kandidaten für I. Jetzt geht jeder Prozessor seineElemente no
h einmal dur
h und setzt das Kandidatenbit bei allen Elemen-ten j auf 0, deren Na
hfolger S(j) au
h eine 1 zugewiesen wurde. Von allenKetten aus Elementen mit Kandidatenbit 1 darf also nur das letzte seinesbehalten. Na
h dieser Bereinigung erhält man ein I, das den Anforderungenentspri
ht. Da die Bits zufällig gesetzt wurden, ist vor der Bereinigung je-de der vier mögli
hen Kombinationen von eigenem und Na
hfolgerbit glei
hwahrs
heinli
h. Das ergibt eine Wahrs
heinli
hkeit von 1
4

dass ein Elementzu I hinzugenommen wird. Es ist also |I| ≈ n
4

zu erwarten. Tatsä
hli
h kann

I sehr klein werden, dur
h wiederholtes Ausführen des Verfahrens kann aberein |I| > n
5

garantiert werden. Eine Ausführung benötigt O(n
p
) Zeit, in derjeder Prozessor einen glei
hen Teil der Elemente zweimal dur
hgeht. Da na
hkonstant vielen Versu
hen |I| > n

5

zu erwarten ist, bleibt es bei einer erwar-teten Laufzeit von O(n
p
) für die Bestimmung einer unabhängigen Teilmenge

I. Die Laufzeit für einen Rekursionss
hritt wird dur
h Terme in O(n
p
) undin O(log p) bestimmt. Bei der letzten Rekursion mit bis zu p Elementenfällt O(log p) Zeit für Doubling an. Bei den vorhergehenden Rekursionen mit



5.1. LIST RANKING 107mehr Elementen muss zunä
hst I mit O(n
p
) Zeitbedarf bestimmt werden. DieElemente, die ni
ht zu I gehören müssen einen neuen Index erhalten, damit eskeine Lü
ken gibt. Diese Aufgabe wird von einer Prä�xsumme erfüllt, wenndie Werte, die dur
h sie aufsummiert werden sollen, bei allen Elementen aus

I 0 sind und 1 für alle, die ni
ht in I liegen. Das benötigt wieder O(n
p
) Zeitfür lokale Operationen auf einzelnen Elementen und O(log p) für Austaus
hzwis
hen den Abs
hnitten. Alle weiteren Operationen in einem S
hritt habenwieder einen Aufwand von O(n

p
), da au
h hier alle Elemente aktualisiertwerden müssen und die Prozessoren diese Arbeit glei
hmäÿig untereinanderaufteilen können. Bei mehr als p Elementen in einem Rekursionss
hritt wirdder Algorithmus mit 4

5
n Elementen rekursiv aufgerufen. Insgesamt ergibt si
hdamit folgende Rekurrenzglei
hung:

T (n, p) ∈ O(
n

p
+ log p) + T (

4

5
n, p)Die Rekursionstiefe liegt in O(log n

p
), also gilt:

T (n, p) ∈ O(

log n
p∑

k=0

(
n(4

5
)k

p
+ log p))

= O(
n

p

log n
p∑

k=0

(
4

5
)k

︸ ︷︷ ︸

≤
∞
P

k=0

( 4

5
)k= 1

1− 4
5

+ log
n

p
log p)

= O(
n

p
+ log

n

p
log p)Bei p = n

log n log log n

ergibt si
h ein besonders eleganter Fall. Dann giltnämli
h:

T (n, p) = T (n,
n

log n log log n
)

∈ O(n
log n log log n

n
+ log(n

log n log log n

n
) log

n

log n log log n
)

= O(log n log log n + log(log n log log n) log
n

log n log log n
)

= O(log n log log n + (log log n + log log log n)
︸ ︷︷ ︸

∈O(log log n)

log
n

log n log log n
︸ ︷︷ ︸

∈O(log n)

)

= O(log n log log n)

5.1. LIST RANKING 108
1 2 3 4 5 6 7 80 3 4 6 2 0 1 5 7 8i

1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0

2 1 1 2 1 2 1 1 0

2 1 3 2 1 3 1 1 0

8 1 6 2 1 3 1 1 0

8 1 6 5 1 3 1 1 0

8 7 6 5 4 3 2 1 0

1 2 2 2 1 1 1 1 0

1 3 2 2 1 1 3 1 0

1 3 2 8 1 1 6 1 0

1 3 5 8 1 1 6 1 0

4 3 5 8 7 2 6 1 0Abbildung 5.2: Paralleles List Ranking dur
h Entfernen unabhängiger Teil-mengen; links als Array dargestellt, re
hts die Einträge in ListenreihenfolgeBei der Arbeit ergibt si
h dur
h die Nutzung dieses Algorithmus und von

n
log n log log n

Prozessoren sogar eine Verbesserung gegenüber dem PRAM-Doublingmit n Prozessoren:
W (n, p) = W (n,

n

log n log log n
)

=
n

log n log log n
T (n,

n

log n log log n
)

∈ n

log n log log n
O(log n log log n)

= O(n)Analyse:

T (n, p) ∈ O(
n

p
+ log

n

p
log p)

T (n,
n

log n log log n
) ∈ O(log n log log n)

W (n,
n

log n log log n
) ∈ O(n)
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6Ein Graph mit seinem MST

Das Problem des Minimalen SpannendenBaums (MST) ist weit verbreitet, als ein ein-fa
hes, ni
ht triviales Graphenproblem. Des-halb wird es hier stellvertretend für alle Gra-phenprobleme behandelt.Beim MST-Problem ist ein zusammenhän-gender ungeri
hteter Graph G = (V, E)dur
h seine Knoten V und Kanten E ⊆
V × V gegeben. Jede Kante e ∈ E hatein Gewi
ht c(e) ∈ R+. Die Knotenanzahl |V | wird mit n bezei
hnet undKantenanzahl |E| mit m. Gesu
ht ist ein zusammenhängender Subgraph

G′ = (V, E ′) mit E ′ ⊆ E, der alle Knoten beinhaltet und das minimaleGewi
ht ∑

e∈E′

c(e) hat.Die meisten Algorithmen arbeiten mit folgenden beiden Eigens
haften umfestzustellen, dass eine Kante auf jeden Fall in der Lösung sein kann, bzw.auf keinem Fall in der Lösung sein muss.5.2.0.1 Cut Property
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1

Für einen beliebigen S
hnitt S ⊂ V werden die ges
hnittenenKanten {{u, v} ∈ E : u ∈ S, v ∈ V r S} betra
htet. Eine derlei
htesten dieser Kanten muss in jedem MST vorkommen.5.2.0.2 Cy
le Property
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Bei einem beliebigen Kreis v0, v1, ..., vx−1, vx = v0 kann maneine der s
hwersten Kanten {vj , vj+1} aus dem Ursprungsgradlös
hen, ohne dass das Gewi
ht der Lösung erhöht wird.5.2.1 Der Jarník-Prim AlgorithmusDer Algorithmus wurde 1930 vom ts
he
his
hen Mathematiker Vojt¥
h Jarníkbes
hrieben. Er bekam in der Informatik jedo
h erst Aufmerksamkeit als ervom amerikanis
hen Informatiker Robert Prim 1957 neu verö�entli
ht wurde.Deshalb wird er hier Jarník-Prim Algorithmus genannt.

5.2. MINIMUM SPANNING TREE 110Algorithmus 5.4: Jarník-Prim Algorithmus
T = ∅
S = {s} f ü r e inen b e l i e b i g e n Knoten s ∈ Vwhile (S 6= V ){

{u, v} = min{{u, v} : u ∈ S, v ∈ V r S}
S = S ∪ {v}
T = T ∪ {u, v}}return T
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4.3.

Erläuterungen: Die zu S adjazenten Kno-ten werden in einer adressierbaren Priori-tätsliste gehalten. Ihre Priorität ist die lei
h-teste Kante von S zu dem Knoten. Dadur
hkann man die lei
hteste Kante dur
h einePrioritätslistenoperation �nden. Beim Er-weitern von S muss jedo
h jede Kante vomneuen Knoten betra
htet werden. Falls dieKante lei
hter ist als die Kanten, die bisherzu dem Zielknoten führen, dann muss die Prioritätsliste aktualisiert werden.Jede Kante die zu einem Knoten führt, der no
h ni
ht in der Prioritätslistewar, muss hinzugefügt werden.Dieser Algorithmus arbeitet auf o�ensi
htli
he Weise mit Hilfe der Cut Pro-perty. Die S
hleife wird für jeden Knoten einmal dur
hlaufen. Abgesehen vonden Prioritätslistenoperationen wird jede Kante dabei genau 2 mal betra
htet(nämli
h wenn die S
hleife für die beiden Endknoten dur
hlaufen wird). Da-mit hat man einen Aufwand von O(m+n) auÿerhalb der Prioritätsliste. Hinzukommt bei jedem S
hleifendur
hlauf ein deleteMin (O(logn)) und maximalfür jede Kante ein de
reaseKey (amortisiert O(1)). Insgesammt hat der Al-gorithmus von Jarník-Prim also eine Laufzeit von O(m + n log n) wenn manFibona

i Heaps verwendet. Groÿe Teile dieses Algorithmus können ni
htparallelisiert werden. Man kann aber z.B. log(n) Prozessoren verwenden umdie Prioritätslistenzugri�e zu parallelisieren.



5.2. MINIMUM SPANNING TREE 1115.2.2 Kruskal's AlgorithmusAlgorithmus 5.5: Kruskal's Algorithmus

T = ∅s o r t (E)for ({u, v} ∈ E in au f s t e i g ende r Re ihen fo l g e ){i f (u und v s ind in vers
h iedenen Teilbäumen ){

T = T ∪ {u, v}}}return TErläuterungen: Die Teilbäume werden mit Hilfe einer UNION-FIND-Datenstruktur gespei
hert. Dadur
h hat die Überprüfung ob u und v imselben Teilbaum sind einen amortisierten Aufwand von O(α(m, n)) wobei

α die Umkehrung der A
kermannfunktion ist. Details können im AlgorithmEngineering Skript na
hges
hlagen werden. Kruskal's Algorithmus hat einenAufwand von O(sort(m)+nα(n)). Au
h dieser Algorithmus hat Teile die se-quenziell ausgeführt werden müssen. Das Sortieren kann jedo
h parallelisiertwerden.
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Kruskals Algorithmus5.2.3 Bor·vka's Algorithmus
1

2

3

4

3

68

1

1

2 4

68

1

Der Algorithmus von Bor·vka basiert auf Kanten-kontraktion. Für eine Kantenkontraktion in demGraphen (V, E) wählt man eine beliebige Kan-te {u, v} ∈ E. Über diese Kante wird kontra-hiert, indem v entfernt wird und jede Kante, die

5.2. MINIMUM SPANNING TREE 112zu v geführt hat, ans
hlieÿend zu u führt. Die Kantengewi
hte wer-den dabei beibehalten und falls man ni
ht nur das Gewi
ht des MST,sondern au
h die Kanten des MST ausgeben will, dann muss gespei-
hert werden, zwis
hen wel
hen Knoten die Kante ursprüngli
h verlief.Algorithmus 5.6: Bor·vka's Algorithmus
T := ∅while ( |V | > 0) do

S := ∅for v ∈ V do

S := S ∪ min{{u, v} ∈ E}for {u, v} ∈ Skont rah i e r e über {u, v}
T = T ∪ Sreturn TErläuterungen: Dur
h das Kontrahieren kann es passieren, dass 2 Knotenmehrere Kanten zwis
hen si
h haben. Die intuitive Lösung zum Entfernen ei-ner dieser Kanten kann ni
ht in O(m) Zeit dur
hgeführt werden. Wenn manalle Kontraktionen, die gemeinsame Knoten haben, glei
hzeitig ausführt istdas jedo
h mögli
h. Jede Iteration brau
ht O(m) Zeit und halbiert die Kno-tenanzahl. Da abgebro
hen wird, sobald man nur no
h einen Knoten hat,gibt es maximal log(n) Iterationen. Die gesammte Laufzeit liegt daher in

O(m · log(n))
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5.2.4 Paralleler Bor·vkaDas Ziel beim Parallelisieren dieses Algorithmus ist es das Problem bei glei-
her Arbeit in polylogarithmis
her Zeit zu lösen. D.h. für konstantes bzw.geeignet wa
hsende p gilt: T (m, n, p) ·p ∈ O(m · log(n)) und ∃c : T (m, n, p) ∈

O(logc(m)). Der Algorithmus wird folgendermaÿen aussehen:



5.2. MINIMUM SPANNING TREE 113Algorithmus 5.7: Paralleler Bor·vka Algorithmus1 while ( |V | > 1){2 f i nd e d i e l e i 
 h t e s t e n angrenzenden Kanten //O(m
p + log(n) + log(p))3 ordne jedem Knoten se inen Subgraphen zu //O(n

p + log(n))4 kont rah i e r e d i e Subgraphen //O(m
p + log(n))5 }Der MST ist die Vereinigung aller Kanten, die in Zeile 2 gefunden wurden.Diese Parallelisierung benutzt die Adjazenz-Array-Darstellung des Graphen.Bei der Adjazenz-Array-Darstellung gibt es ein Array Γ für die Knoten derLänge n+1 und ein Array Υ der Kanten der Länge 2m. Das Kantenarrayspei
hert den Zielort der Kante zusammen mit den Kosten. Die Kanten vonV[i℄ bis V[i+1℄ sind adjazent zu Knoten i.
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0 n

0 2m+1Beispiel für Adjazenz-Array-DarstellungIn dieser Darstellung können die Knoten und Kanten als Integer repräsentiertwerden. Dann gilt V = {0..n − 1} und E = {0..2m − 1}. Eine Kante e gehtvon v na
h w genau dann wenn Γ[v] ≤ e < Γ[v + 1] und Υ[e] = w Jetzt eingenauerer Bli
k auf jeden S
hritt5.2.4.1 lei
hteste angrenzende Kante �nden
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Die Kanten werden glei
hmäÿig aufgeteilt,so dass jeder die Kanten von i · 2m
p

bis
(i + 1) · 2m

p
− 1 des Kantenarrays erhält.Jeder Prozessor muss no
h wissen zu wel-
hen Knoten die von ihm zu bearbeitendenKanten gehören. Das kann in O(log(n)) Zeitdur
h p Binärsu
hen oder in O(n

p
+p) dur
hlineares Su
hen gema
ht werden. Der addi-

5.2. MINIMUM SPANNING TREE 114tive Term +p kommt dabei dur
h das Senden der Ergebnisse an die ent-spre
henden Knoten. Die Binärsu
he liegt zwar in einer besseren O Klas-se, kann aber langsamer sein, da jeder Prozessor auf den gesammten Da-tenberei
h zugreift. Dadur
h kann es zu Verzögerungen dur
h den Ca
heauf einem Shared-Memory-Modell, bzw. vielen Kommunikationen auf einemDistributed-Memory-Modell kommen. Zu den so bestimmten Knoten bere
h-net jeder Prozessor in O(m
p
) dann die lei
hteste adjazente Kante aus seinerKnotenmenge.v = f i nd (i · 2m

p , Γ ) ;for ( e = i · 2m
p ; e<(i + 1) · 2m

p − 1 ; e++){i f (Γ [ v+1℄==e ) v++;i f ( 
 [ e ℄ < 
 [ pred [ v ℄ ℄ ) pred [ v℄=e ;}Dieser Code sieht zwar einfa
h aus, verste
kt jedo
h ein Problem. EinigeKnoten werden von mehreren Prozessoren bearbeitet. Deshalb brau
ht manentweder re
ht viel Kommunikation während der Bere
hnungen, oder jederRe
hner hat ein eigenes prev-Array, das hinterher dur
h Reduktion mit de-nen der anderen Prozessoren vers
hmolzen wird. Hier wird der zweite Fallbetra
htet, da er einfa
her zu programmieren und analysieren ist. Da jederProzessor maximal an 2 sol
hen Reduktionen teilnimmt und eine Redukti-on log(p) Zeit brau
ht, brau
ht dieser S
hritt O(log(p)) Zeit. Insgesammtbrau
ht dieser S
hritt O(m
p

+ log(n) + log(p)) Zeit.5.2.4.2 Zuordnung der Knoten zu SubraphenIm Folgenden wird der Graph betra
htet, der auss
hlieÿli
h die Kanten ent-hält, die vorher die lei
htesten Kanten an einem Knoten im Ursprungsgraphwaren. Also die Kanten die im vorherigen S
hritt bestimmt wurden. DieseKanten sind geri
htet und zeigen von dem Ort, an dem sie die lei
htesteKante sind, weg. Der daraus entstehende Graph zerfällt in mehrere s
hwa-
he Zusammenhangskomponenten. Ziel dieses S
hrittes ist es jedem Knotenseine Zusammenhangskomponte zuzuordnen. Dabei werden die Zusammen-hangskomponten dur
h einen beliebigen Knoten in ihnen repräsentiert. Davon jedem Knoten eine Kante ausgeht, ist jede Zusammenhangskomponenteein Pseudotree, d. h. ein Baum mit einer zusätzli
hen Kante. Diese extraKante ist entlang der lei
htesten Kante des Subgraphen und wird mit Hilfefolgenden Codes zu einer S
hlaufe.
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6f o rA l l ( v\ in V) do p a r a l l e l{ w = pred [ v ℄i f ( ( pred [w℄ == v) && (v<w) ) pred [ v℄=v}Jetzt besteht eine Zusammenhangskomponente aus einem Baum dessen Wur-zel auf si
h selbst zeigt. Diese Wurzel wählen wir als Representanten derZusammenhangskomponente. Dur
h Doubling kann jedem Knoten sein Re-presentant zugeordnet werden.while ∃v ∈ V : pred [ v ℄ 6= pred [ pred [ v ℄ ℄f o r a l l v ∈ V : pred [ v ℄ = pred [ pred [ v ℄ ℄Dieser Teil brau
ht O(n
p

log(n)) Zeit. Wenn man jedo
h ähnli
he Ideen wiebei List Ranking anwendet kann man das au
h in O(n
p
+log(n)) dur
hführen.Jeder Graph hat jetzt Sternenform.5.2.4.3 Kontrahieren der SubgraphenIn diesem S
hritt wird jeder Subgraph zu einem Knoten zusammenkontra-hiert.k = Anzahl an Subgraphen .V'= \{ 0 . . k−1\}f i nd e e ine b i j e k t i v e Abbildung f : Sternwurze l → 0 . . k−1

E′ = {(f(pred[v]), f(pred[w]), c, eo ld) : (v,w) ∈ E ∧ pred[v] 6= pred[w]}Die bijektive Abbildung kann mit Hilfe einer Pre�xsumme in O(n
p

+ log(p))bestimmt werden. Neben einer neuen Knoten und Kantenmenge muss au
h
Γ und Υ der Adjazenzarraydarstellung neu bestimmt werden. Das kann ge-ma
ht werden indem man Integersort auf E ′ anwendet. Das brau
ht O(m

p
+

log(p)) Zeit. [8, Rajasekaran and Reif 1989℄.
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5.2.4.4 AnalyseEine Iteration brau
ht O(m
p

+ log(n)) Zeit und wie beim sequentiellen Algo-rithmus gibt es log(n) Iterationen. Die Laufzeit ist daher in O(log(n)(m
p

+

log(n))) Zeit. Fürm ∈ Ω(p log2(p)) gilt daher Erel(m, n, p) = log(n)(m+log(n))
p·log(n)(m

p
+log(n))

=

m+log(n)
m+p log(n)

∈ Θ(1). Es ist also relativ E�zient. Und falls sogar m ∈ O(n), dann:

E(m, n, p) = n log(n)+m
p·log(n)(m

p
+log(n))

= n log(n)+m

m log(n)+p log2(n)
∈ Θ(1) und es ist dann au
habsolut E�zient.
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6 LastverteilungMit der Parallelisierung entsteht ein neues, typis
hes Problem. Die Laufzeiteines Algorithmus ri
htet si
h stets na
h dem letzten Prozessor, der die Aus-führung seiner Aufgaben beendet. Kann man Aufgaben also in parallelisier-bare Teile zerlegen, so mö
hte man errei
hen, dass kein Prozessor besondersviel Arbeit bekommt und damit die Laufzeit in die Höhe treibt. Dieses Pro-blem wird hier auf eine Menge von n Teilaufgaben (�Jobs�) verallgemeinert,die unter den Prozessoren aufzuteilen sind. Der Aufteilung werden Kostenzugeordnet die si
h aus Kosten für die Aufteilung und dem Aufwand der je-weiligen Jobs bestimmen lassen. Ziel ist es diese Kosten zu minimieren. DieVerwendung eines allgemeinen Kostenbegri�s ist dadur
h motiviert, dass un-ters
hiedli
he Faktoren angefangen bei Laufzeit, bis hin zum Stromverbrau
hzu optimieren sein können. Im Folgenden steht aber die Laufzeit im Vorder-grund.Das Problem der Lastenverteilung ist in mehr oder weniger gut erkennba-rer Form bereits bei einigen der bisher betra
hteten Algorithmen aufgetreten.So stellte si
h bei Sample Sort die Frage, ob zwis
hen zwei Pivotelementenungefähr glei
h viele Elemente liegen würden. Um einzusehen, dass das einProblem der Lastenverteilung ist, soll wieder aufgefris
ht werden, worum esbei Sample Sort geht. Sample Sort geht das Problem eine Menge zu sortierenan, indem es die Eingabe dur
h Pivotelemente in Teilfolgen aufspaltet. EineTeilfolge zu sortieren kann dann als �Job� betra
htet werden. Es ist also au
hein Lastverteilungsproblem, bei dem eine groÿe Aufgabe in p Jobs aufzuteilenist, deren Gröÿe so wenig variieren soll, wie mögli
h. Dieser Fall, in dem manbei der Generierung der Jobs wenig Wissen darüber hat, was man bekommt,ist aber viellei
ht ni
ht die erste Vorstellung, die man von einem Problem derLastverteilung hat. Viellei
ht stellt man si
h unter Lastverteilung zuerst eheretwas vor wie das, was die parallelen Prioritätslisten als Lastverteilungsalgo-rithmus geleistet haben. Sie haben im Bra
h-and-Bound-Beispiel eine Mengevon Knoten verwaltet, die zu bearbeiten waren. Jeder Knoten kann au
h alsJob betra
htet werden, da zu jedem (inneren) Knoten Arbeit für Expansion
6.1. STATISCHE LASTVERTEILUNG 118gehört. Bei Bran
h-and-Bound wurde also ein Lastverteilungsproblem be-tra
htet, bei dem aus einem Pool von Jobs jeder Prozessor in einem S
hrittimmer einen bekommt und im Laufe der Abarbeitung immer wieder neueJobs entstehen.Man sieht also, dass zunä
hst genauere Eigens
haften festgelegt werdenmüssen. Das beginnt bereits bei der Frage, wel
he Eigens
haften die Jobshaben. Wie genau kennt man den Aufwand für einen Job? Kann man ihnweiter in kleinere Jobs aufteilen, oder muss er komplett sequentiell auf einemProzessor abgearbeitet werden? No
h s
hwieriger wird es bei der Kosten-bestimmung. Kosten setzen si
h aus mehreren Komponenten zusammen. Essollte zunä
hst ni
ht verna
hlässtigt werden, wie s
hwierig die Bestimmungeiner Zuordnung ist. Au
h Kommunikation, die nötig ist Jobs zu verteilen,s
hlägt si
h auf die Gesamtkosten nieder, genauso wie mögli
he Kosten zurUmverteilung von Jobs im Laufe der Abarbeitung. Letztli
h kommt natürli
hau
h die maximale Last auf einem Prozessor hinzu, die si
h aus den Kosteneinzelner Jobs bestimmen lässt. Hier kann es sein, dass Kosten ni
ht nur voneinem Job, sondern au
h von dem Prozessor abhängen. Wenn als Kosten dieLaufzeit betra
htet wird und die Prozessoren unters
hiedli
h s
hnell sind, soist die Abhängigkeit vom Prozessor o�ensi
htli
h. Das ist beispielsweise ininhomogenen Clustern der Fall. Motiviert dur
h diese Situation kann man so-gar den Fall betra
hten, dass die Kosten nur ges
hätzt werden können, abers
hwanken können sobald das analysierte Programm nur eines von mehrerenist, die auf den einzelnen Prozessoren ausgeführt werden. Es bestehen viel-lei
ht sogar Abhängigkeiten zwis
hen Jobs so dass die Kosten von einem Jobvom Forts
hritt bei einem anderen abhängen.Die Betra
htungen im Folgenden bes
hränken si
h auf den Fall dass Kos-ten für einen Job stets unabhängig vom ausführenden Prozessor sind.Bei den anderen Eigens
haften des Lastverteilungsproblems werden vers
hie-dene interessante Kombinationen betra
htet für die typis
he Lösungsansätzeexisiteren. Ob si
h Jobs aufspalten lassen und wie genau die Kosten bekanntsind wird im Einzelfall de�niert. Häu�g kann man es si
h aber so vorstellen,dass die Jobs aus einer bekannten Anzahl atomarer Aufgaben bestehen, de-ren Kosten ni
ht genau bekannt sind. Abhängigkeiten zwis
hen Jobs werdenin den Beispielen hier erst zum S
hluss berü
ksi
htigt.6.1 Statis
he LastverteilungStatis
he Ansätze für das Problem der Lastenverteilug legen si
h bereits zuBeginn darauf fest, wel
her Prozessor wel
he Jobs erhält. Umverteilung der
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h ni
ht nötig, also bes
hränkt si
h der Verwaltungsaufwandauf die Bestimmung einer Zuodnung und einmaliges Vers
hieben für jedenJob. Auf der anderen Seite lassen si
h bei diesem Ansatz au
h Fehler bei deranfängli
hen Verteilung ni
ht mehr korrigieren. Besonders wenn die Jobgrö-ÿen ni
ht im Voraus bekannt sind, kann so ni
ht garantiert werden, dass alleProzessoren optimal ausgelastet sind.6.1.1 Ein ganz einfa
her FallDen Anfang ma
ht ein Lastverteilungsproblem, das einfa
h zu lösen und zuparallelisieren ist, damit man einen Einstieg erhält. Es wird der Fall be-tra
htet dass si
h die Jobs beliebig unterteilen lassen und die Gröÿe lj fürjeden Job stets genau bekannt ist. In diesem Fall rei
ht ein eifa
her Greedy-Algorithmus, um das Problem zu lösen.Algorithmus 6.1: Next Fit// 
apa
 i t y per PE:C := n∑

j=0

lj
p ;//PE jo b s are as s i gned to 
u r r en t l y :t := 0 ;// remaining 
apa
 i t y on PE t :

f := C;// job to as s i gn nex t :

j := 0 ;// s i z e f o r not a s s i gned par t o f j o b j :

l := l0 ;while (j ≤ n){

c := min(f, l) ;a s s i gn a p i e 
 e o f s i z e c o f job j to PE t ;
f := f − c ;

l := l − c ;i f (f = 0){

t++;

f := C ;}i f ( l = 0){

j++;

l := lj ;}}

6.1. STATISCHE LASTVERTEILUNG 120Erläuterungen: Zunä
hst wird in C gespei
hert, wie viel Arbeit beiglei
hmäÿiger Aufteilung für einen Prozessor anfallen würde. Nun arbeitetder Algorithmus genau so, wie man es von einem Greedy-Algorithmus erwar-ten würde. Er nimmt si
h den ersten ni
ht zugewiesenen Job und weist ihndem ersten Prozessor zu, der no
h ni
ht C Arbeit leisten muss. Hat er na
hder Zuordnung des nä
hsten Jobs mehr als C, so wird der neue Job geeignetaufgeteilt, und den übers
hüssigen Teil erhält der nä
hste Prozessor.Next Fit liefert bei aufspaltbaren Problemen und bekannten Jobkostenin linearer Zeit ein optimales Ergebnis. Es muss jeder Job einmal betra
htetwerden und na
h p Aufspaltungen sind si
her keine mehr nötig, also liegt dieZuordnungsphase in O(n+ p). Ans
hlieÿend ist aber jeder Prozessor nur miteinem Anteil C an den Gesamtkosten beteiligt, was optimal ist.Analyse:
T (n, p) ∈ O(n + p) +

n−1∑

j=0

lj

pDie Lineare Zeit für die Bestimmung der Zuordnung mö
hte man ver-meiden und parallelisiert au
h die Zuordnung der Jobs zu den Prozessoren.Damit erhält man folgenden Algorithmus:Algorithmus 6.2: Paralleles Next FitC := n∑

j=0

lj
p ;parallel_for (j = 0 ; j < n ; j++){// use p r e f i x sum :pos := j∑

k=0

lk ;// use segmented broad
as t :a s s i gn job j to PEs ⌊pos

C

⌋
..

⌊pos+lj
C

⌋ ;p i e 
 e s i z e at PE (k := ⌊pos

C

⌋
) : (k + 1)C − pos ;p i e 
 e s i z e at PE (k := ⌊pos+lj

C

⌋

) : pos + lj + kC ;} Erläuterungen: Bei dieser Parallelisierung zeigt si
h, dass bei bekann-ter Jobgröÿe Prä�xsummen gut geeignet sind die Jobs gut zu verteilen. Mitihnen kann für jeden Job bestimmt werden, wie viele Kosten alle Jobs mit
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optimal: (b) Atomare ProblemeAbbildung 6.1: Next Fitkleinrem Index zusammen benötigen. Daraus lässt si
h dann lei
ht ablesen,wie viele Prozessoren bereits gesättigt sind, ob das Aufsummieren der Kos-ten für diesen Job au
h den ausführenden Prozessor auslasten würde so dassder Job aufgeteilt werden muss und au
h wie die Aufteilung dann aussehenmüsste. Jeder Prozessor bere
hnet die Zuordnung für n/p Jobs. Dazu erhälter aus einer lokalen Summe über die Kosten seiner n/p Jobs und einer Prä�x-summe genug Information. Damit verbessert si
h die Zeit für die Bere
hungeiner Zuordnung auf O(log p) Zeit für die Prä�xsumme und das Verlegen derJobs, sowie O(n/p) für Bere
hnungen auf eigenen Elementen. Diese Abs
hät-zung ist leider etwas optimistis
h, da das Versenden der Jobs mehr Aufwandbedeuten kann, als ihm zugestanden wird. Im S
hlimmsten Fall sind fast alleJobs klein und in der Eingabe direkt hintereinander. Statt jedem Prozessoreinige kleine und einen Teil von einem groÿen Job zu geben, müssen dannalle kleinen Jobs auf einen Prozessor. Zwar ist dann die Lastverteilung immerno
h gut, aber der Kommunikationsaufwand ist dann höher, als erforderli
h.Analyse:

T (n, p) ∈ O(
n

p
+ log p) +

n−1∑

j=0

lj

pDer Algorithmus lässt si
h lei
ht anpassen, um eine Lösung für ein Last-verteilungsproblem mit atomaren, also ni
ht weiter aufspaltbaren, Jobs zubekommen. Dazu verzi
htet man nur auf das Aufspalten der Jobs, die auf derGrenze liegen. Man sieht lei
ht ein, dass die Lösung die man dann bekommteinem Prozessor niemals Jobs mit einem Gesamtaufwand von C + max
0≤j<n

ljoder mehr zuordnet, da dafür ein mit Kosten von mindestens C ausgelasteter
6.1. STATISCHE LASTVERTEILUNG 122Prozessor einen weiteren Job erhalten müsste. Da C eine untere S
hranke fürdie optimale Lösung ist und max

0≤j<n
lj ≤ C gilt, ist das eine 2-Approximation.Eine Bessere Approximation erhält man, indem man die Jobs zunä
hstna
h Gröÿe sortiert und stets den gröÿten Job dem Prozessor mit der kleins-ten Last zuordnet. So erhält man eine 4/3-Approximation, allerdings ist derAlgorithmus sequentiell. Aus [1℄ stammt ein Algorithmus, der eine 11/9-Approximation liefert, aber zu dem keine Parallelisierung bekannt ist. Be-sonders bei kleinen max

0≤j<n
lj ist der zusätzli
he Aufwand bei der Bere
hnungni
ht gere
htfertigt, da so ni
ht genug Zeit bei der tatsä
hli
hen Ausführungeingespart wird.6.1.2 Statis
h und unwissend � RandomisierungNun wird au
h die zweite hilfrei
he Voaussetzung geändert, die Jobgröÿensollen nun au
h no
h unbekannt sein. Es sollen nun also atomare Jobs unbe-kannter Gröÿe glei
h zu Beginn fest zugeordnet werden. Es überras
ht ni
ht,dass es unmögli
h ist das Problem unter diesen Bedingungen so zu lösen, dassdie Lastverteilung immer optimal ist. Bevor man si
h aber anderen Ansätzenwidmet, mö
hte man do
h no
h sehen, wie gut blind geratene Lösungen seinkönnen.Als motivierendes Beispiel für das betra
htete Problem wird hier ein be-kanntes Fraktal benutzt. Die Mandelbrotmenge � die ihrer Form au
h denNamen �Apfelmänn
hen� zu verdanken hat � besteht aus allen c ∈ C für diedie dur
h z0 := 0, zk+1 := z2

k + c de�nierte Folge bes
hränkt ist. Man kannsi
h si
her sein, dass ein Punkt ni
ht zur Mandelbrotmenge gehört, wenn

|zk| > 2 für ein k gilt. Leider kann das erste k für das es gilt je na
h c be-liebig groÿ sein, so dass praktis
h ein kleiner Fehler hingenommen und ein

kmax gewählt wird, ab dem man einfa
h annimmt dass der Punkt zur Mengegehören würde. Natürli
h kann das so immer no
h ni
ht für alle Punkte aus

C gema
ht werden. Für das Lastverteilungsproblem soll nur für n Punktebestimmt werden, ob sie zur Mandelbrotmenge gehören oder ni
ht, was bei-spielsweise für die Anzeige auf dem Bilds
hirm vollkommen ausrei
ht. Dasist s
hon deswegen ein interessantes Beispielproblem, weil der Aufwand füreinen Job, also die Zeit für die Überprüfung eines einzelnen Punktes au
hglei
hzeitig das Ergebnis der Bere
hnungen für diesen Punkt ist. Man kenntalso den Aufwand ni
ht, solange der Job no
h ni
ht ausgeführt wurde.Nun aber zur eigentli
hen Verteilung der Jobs. Es werden hier drei Ideenbetra
htet, wie die Punkte über die Prozessoren verteilt werden könnten. Ei-
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hkeit wäre die Daten immer na
h n/p Elementen aufzuteilen undimmer einen sol
hen Abs
hnitt einem Prozessor zu überlassen. Sieht mansi
h hier die Mandelbrotmenge an, so erhält jeder Prozessor einen Streifenaus dem Gesamtbild. Hier zeigt si
h au
h die S
hwä
he dieser Verteilung.In den äuÿeren Berei
hen wird eine Iterationstiefe von kmax kaum errei
ht,während in den mittleren Streifen sehr viele Punkte zur Mandelbrotmengegehören. O�ensi
htli
h würde also eine sol
he Streifenverteilung dazu füh-ren, dass Prozessoren, die Streifen aus der Mitte bekommen, erhebli
h mehrarbeiten müssen.Eine Zweite Art die Jobs zu verteilen wäre na
h dem Round Robin Ver-fahren. Der k-te Job wird also dem (k mod p)-ten Prozessor zugewiesen.Bei der Bestimmung der Mandelbrotmenge bekommt man so eine erhebli
hbessere Lastverteilung, als mit streifenweiser Zerlegung. Natürli
h kann esimmer no
h Fälle geben, in denen jeder p-te Job besonders s
hwierig ist,allgemein lässt si
h also ni
ht beweisen, dass die Verteilung gut ist. Aberdas ist ni
ht das einzige Problem dieser Verteilung. Wenn zu den Jobs Ele-mente in einem Array gehören, so kann die Bearbeitung bena
htbarter JobsS
hreibzugri� auf bena
hbarte Einträge im Array erfordern. Dadur
h kannes zu Kon�ikten kommen, bei denen im s
hlimmsten Fall alle Prozessorenauf eine Ca
he-Zeile zugreifen und si
h gegenseitig die Ca
hes invalidieren.Die Folge ist hoher Kommunikationsaufwand, obwohl die S
hreibzugri�e al-le unabhängig sind, ein Paradebeispiel für False Sharing also. Das ist aberkein Grund auf dieses Verfahren zu verzi
hten, denn geeignete Umverteilungder Daten rei
ht bereits, um False Sharing zu vermeiden. Denno
h wird beiOpenMP streifenweise Zuordnung verwendet, da sie in vielen Fällen eine guteLastverteilung liefert ohne Umverteilung zu benötigen.Das letzte Verfahren benutzt eine gängige Mehtode mit dem �Widersa-
her� umzugehen, der immer den Fall wählt, mit dem der Algorithmus ni
htzure
htkommt. Randomisierung sorgt für eine beweisbar gute Lastverteilung.Wieder einmal beruft man si
h auf Cherno�-S
hranken und kann dann zei-gen, dass unter der Bedingung dass

L :=
n−1∑

j=0

lj ≥ 2(β + 1)plmax ln p

ǫ2
+ O(ǫ3)gilt mit einer Wahrs
heinli
hkeit von (1 − p−β) die Last auf keinem Prozes-sor (1 + ǫ)L

p

übersteigt. Zufällige Verteilung funktioniert am besten, wenn
L

lmax sehr groÿ ist. Sie kann dagegen s
hle
ht damit umgehen, wenn es einenbesonders teuren Job gibt, der eigentli
h einen eigenen Prozessor bräu
hte.Statis
he Lastverteilungsalgorithmen können alle so einen groÿen Job ni
ht
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PE 0 PE 1 PE 2 PE 3Abbildung 6.2: Aufteilung der Elemente Zeilenweise, na
h dem Round RobinVerfahren, sowie zufällige Verteilung
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Antworten Teilprobleme

Abbildung 6.3: Master-Worker-S
hemavon anderen unters
heiden.6.2 Master-WorkerNa
hdem man nun eine Vorstellung davon bekommen hat, wie weit manmit statis
her Lastverteilung kommt, ist hier ein dynamis
her Ansatz. BeimMaster-Worker-S
hema verteilt ein Prozessor die Arbeit unter allen anderenund ist damit au
h für die Lastverteilung verantwortli
h. Er weiÿ zu jedemZeitpunkt wel
he Prozessoren no
h bes
häftigt sind und muss ents
heiden,wel
her Prozessor wel
hen Teil der verbliebenen Arbeit bekommt. Das S
he-ma bietet si
h besonders in Situationen an, in denen sowieso eine hierar
hi-
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he Beziehung vorgegeben ist. Ein Knoten in einem Cluster hat viellei
htals einziger Zugri� auf die benötigten Daten und muss sie sowieso unter denProzessoren verteilen.Die Zeit für einen speziellen Job muss wieder ni
ht bekannt sein. Wirnehmen aber an, dass man die Jobgröÿen abs
hätzen kann. Die Mandel-brotmenge kann wieder als Beispiel dienen. Sie ist au
h deswegen wiederein gutes Beispiel, weil womögli
h nur ein Prozessor für die Anzeige auf demBilds
hirm verantwortli
h ist und si
h so wieder als Master anbietet. Ein Job,den der Master vergibt, besteht aus einem Blo
k von Punkten. Ein re
hte
ki-ger Bildauss
hnitt beispielsweise lässt si
h kompakt bes
hreiben. Die Anzahlder Punkte in diesem Auss
hnitt liefert eine S
hätzung über die Gröÿe desTeilproblems. Der genaue Aufwand ist aber weiterhin ni
ht bekannt.Wi
htig ist, dass das Master-Worker-S
hema ni
htpräemptiv ist. Das be-deutet, dass ein weggegebener Job ausgeführt wird und ni
ht im Na
hhineinaufgeteilt werden kann. Eine gute Strategie ist daher zunä
hst groÿe Jobs zuverteilen und darauf zu warten, dass die ersten Prozessoren fertig werden.Diese erhalten nun kleinere Teile der restli
hen Arbeit. Hier muss dann eineBalan
e zwis
hen guter Lastverteilung und niedrigem Kommunikationsauf-wand gesu
ht werden. Kleine Jobs glei
hen Unters
hiede in der Lastvertei-lung besser aus, einen groÿen Job statt mehrerer kleiner zu versenden spartKommunikation. Man sollte si
h daher gut überlegen, ob man ni
ht unglei
h-mäÿige Lastverteilung riskieren mö
hte, um den Kommunikationsaufwand zureduzieren.Der Kommunikationsaufwand ist die wohl wi
htigste S
hwa
hstelle. Dader Master an jeder Kommunikation beteiligt ist, stellt seine Bandbreiteeinen Flas
henhals dar. Das Master-Worker-S
hema skaliert also s
hle
ht.Es kommt hinzu, dass au
h bei einem Master, der zunä
hst als einziger aufdie Daten zugreifen kann ein Broad
ast e�ektiver sein kann. Häu�g benö-tigt sowieso jeder Prozessor Zugri� auf einen groÿen Teil der Daten. Fürdas Problem der s
hle
hten Skalierbarkeit gibt es Ansätze einer komplexerenHierar
hie, mit �Vorarbeitern� unter dem Master, die ihrerseits Master eini-ger Worker sind. Ob si
h jedo
h der Aufwand dafür lohnt ist zweifelhaft. Fürdas Master-Worker-S
hema spri
ht dessen einfa
her Aufbau. Der Master hateine klare Aufgabe, er muss eine gute Aufteilung �nden und darauf a
hten,dass zu allen Jobs ans
hlieÿend Ergebnisse vorliegen. Da er alle Informatio-nen über die verteilten, fertigen und no
h ni
ht vergebenen Jobs hat, ist dasverglei
hsweise einfa
h. No
h einfa
her ist die Aufgabe der Worker, die nurdie ihnen übertragenen Aufgaben erledigen und das Ergebnis zurü
ksendenmüssen.

6.3. WORK STEALING 1266.3 Work StealingDas letzte vorgestellte Verfahren könnte man im Verglei
h mit dem Master-Worker-S
hema als no
h dynamis
her bezei
hnen. Die weggebene Teilpro-blemgröÿe wird ni
ht wie bisher einmalig ges
hätzt, sondern es �ndet wie-derholte Aufteilung im Laufe der Abarbeitung statt. So wird ni
ht nur derEngpass beim Master aus dem Vorherigen Ansatz vermieden, sondern es wer-den in vielen Fällen au
h weniger Teilprobleme erzeugt.6.3.1 Tree Shaped ComputationsDer Name Tree Shaped Computations bezei
hnet eine ganze Familie vonProblemen, die si
h mit dem in diesem Abs
hnitt betra
hteten Ansatz gutbehandeln lassen. Wie der Name sagt, geht es um Bere
hnungen, die si
hdur
h Bäume repräsentieren lassen. Allen gemeinsam ist, dass man mit einemProblem Proot beginnt und dieses Wurzelproblem bei der Bearbeitung in min-destens zwei unabhängige Teilprobleme zerfällt, deren Lösungen die Lösungdes Gesamtproblems bilden. Ebenso sollen au
h die Teilprobleme si
h weiterin no
h kleinere Teilprobleme aufspalten lassen, die Anzahl der dur
hgeführ-ten Aufspaltungen, bis ein spezielles Problem entstanden ist, wird als des-sen �Generation� bezei
hnet. Die diese Aufspaltung bes
hreibende Baum-struktur kann sehr unregelmäÿig sein und ihre Blätter stellen Arbeit dar,die zwangsläu�g sequentiell ist. Kurzgefasst könnte man Tree Shaped Com-putations bes
hreiben als Probleme, die bei der Abarbeitung wiederholt inunabhängige Teilprobleme zerfallen. Mit Unabhängigkeit ist hier gemeint,dass für die zur Lösung des Problems I benötigte Zeit T (I) und die dieZeiten für die beiden Teilprobleme I1 und I2 gilt T (I) = T (I1) + T (I2).Die Mandelbrotmenge, die zuvor s
hon als Beispiel für ein Lastvertei-lungsproblem diente, lässt si
h au
h auf diese Art angehen. Zu Beginn erhältman ein Intervall von Punkten, für die bestimmt werden soll, ob sie zur Man-delbrotmenge gehören. Dieses Intervall lässt si
h in zwei Teilintervalle auf-spalten, die unabhängige Teilprobleme darstellen und si
h genauso kompaktbes
hreiben lassen, wie das ganze Intervall. Atomare Teilprobleme wären indann einzelne Punkte.Es gibt aber viele Fälle in dieser Problemfamilie, für die � anders alsbei der Mandelbrotmenge � im Voraus ni
ht genau bekannt ist, wie oft si
hein Teilproblem no
h aufspalten lässt. Häu�g kann zumindest eine obereS
hranke h für die Generation ni
htatomarer Probleme angegeben werden.Für die Analyse von Algorithmen wi
htig sind au
h die Zeit Tsplit für die
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, die maximal für ein atomaresTeilproblem benötigt wird.Am Beispiel der Mandelbrotmenge hat man bereits gesehen, dass Teil-probleme in no
h folgenden Algorithmen die Jobs darstellen sollen. Um dieKosten für die Verlagerung eines Jobs abs
hätzen zu können, müssen die ma-ximale Gröÿe einer Teilproblembes
hreibung l und die si
h daraus ergebendeZeit Trout(l) := Tstart + lTbyte für die Kommunikation bekannt sein. Die Zeit

T
oll soll au
h diesmal eine kollektive Kommunikationsoperation darstellen.Probleme, die si
h mit Tiefensu
he oder Ba
ktra
king lösen lassen, sindgute Beispiele für Probleme aus dieser Familie, aber selbst das Verteilenvon Iterationen einer S
hleife über mehrere Prozessoren kann so angegangenwerden. Ni
ht zuletzt kommt man sogar mit Bran
h-and-Bound zure
ht, woeigentli
h die Forderung na
h Unabhängigkeit zwis
hen den Teiproblemenverletzt ist. In einigen der folgenden Beispiele sind ni
ht alle Forderungen anTree Shaped Computations erfüllt und denno
h lassen sie si
h gut mit demdafür vorgestellten Lastverteilungsalgorithmus angehen. Typis
hes Beispieldafür sind, wie erwähnt, Bra
h-and-Bound-Probleme, bei denen Ergebnissevon anderen Teilbäumen benutzt werden, andere abzus
hneiden. Dort ergibtsi
h die benötigte Zeit für ein Problem o�ensi
htli
h ni
ht direkt aus denZeiten für die Teilprobleme. Es können aber au
h Abs
hätzungen benutztwerden, die Teilbäume abs
hneiden ohne dass die Unabhängigkeit der Pro-bleme verletzt wird. Das klappt genau dann, wenn nur Informationen vomAbstiegspfad zum betre�enden Knoten benutzt werden.6.3.1.1 Tiefensu
heEin Problem, bei dem sowieso auf einem Baum gearbeitet wird, bietet si
hnatürli
h besonders als Beispiel an. Wenn man einen Baum auf einem Prozes-sor bearbeitet kann man immer nur einen Knoten zu einer Zeit untersu
hen.Alle anderen landen auf einem Sta
k, wenn sie anfallen. Ein Problem lässtsi
h also ganz einfa
h aufspalten, indem ein Teil des Sta
k abgegeben wird.Wie viele Knoten ein Teilbaum hat, dessen Wurzel ein Element auf dem Sta
kdarstellt, lässt si
h ni
ht im Voraus sagen. Daher kann man si
h fragen, obes besser ist nur einen Knoten abzugeben, der mögli
hst nahe an der Wurzelist, oder die Hälfte aller Knoten auf dem Sta
k.
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hedulingDer zuvor bereits bes
hriebene Fall der Mandelbrotmenge war ein Spezialfalldes Loop S
heduling. Beim Loop S
heduling Problem geht es um Aufteilungvon unahbängiger S
hleifeniterationen zwis
hen Prozessoren. Statis
he Auf-teilung liefert bei starken S
hwankungen zwis
hen der Dauer einzelner Ite-rationen keine zufriedenstellenden Ergebnisse und au
h der Master-WorkerAnsatz kann si
h gute Lastverteilung nur mit hohem Kommunikationsauf-wand am Master erkaufen. Das Iterationsintervall erst bei Bedarf aufzuteilenkann si
h als sehr nützli
h erweisen.6.3.1.3 0-1 knapsa
kFür das 0-1 knapsa
k Problem sind n Elemente gegeben, wobei für jedes Ele-ment j, Gewi
ht wj und Gewinn gj bekannt ist. Weiterhin ist eine Kapazität

N gegeben. Gesu
ht sind xj ∈ {0, 1}, so dass ∑n
j=1 pjxj maximal ist unddie Bedingung ∑n

j=1 wjxj ≤ N erfüllt ist. Man mö
hte also Elemente in denRu
ksa
k aufnehmen, die den Gewinn maximieren, ohne dass die Kapazitätübers
hritten wird.Die besten Lösungsansätze für das Problem basieren auf dem Bran
h-and-Bound-Prinzip, das wie bereits gezeigt ebenfalls dur
h Bäume bes
hriebenwerden kann. Genauer wird für das 0-1 knapsa
k Problem immer zunä
hstin die Tiefe expandiert. Hier tritt bei unregelmäÿigen Probleminstanzen einFall auf, für den man mit mit dem im Folgenden betra
hteten Ansatz häu�gsuperlinearen Speedup erhält, obwohl � oder gerade weil � das Problem dieUnabhängigkeitsbedingung verletzt. Jeder Prozessor, der in einen sehr tiefenTeilbaum gerät, ist lange bes
häftigt, au
h wenn si
h dort keine gute Lösungbe�ndet. Im parallelen Fall können häu�g bessere Teilbäume zeitglei
h zumgroÿen Baum untersu
ht werden. Ni
ht nur, dass andere Prozessoren dortwomögli
h bessere Forts
hritte ma
hen, sie könnten au
h Bere
hnungen imgroÿen Teilbaum dur
h eine gefundene S
hranke abbre
hen. Es kann sinnvollsein gefundene S
hranken zunä
hst am Prozessor mit Index 0 zu sammeln.Oft wird sonst das Netzwerk sonst stark ausgelastet, wenn viele neue S
hran-ken parallel gefunden werden und sowieso eine Reduktion nötig ist, um dieminimale darunter zu �nden.6.3.1.4 FSSPDer Lastverteilungsalgorithmus hat si
h au
h als nützli
h bei der Untersu-
hung eines Problems für Zellularautomaten erwiesen. Die Frage na
h Syn-
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hronisation eines eindimensionalen Zellularautomaten ist als �Firing SquadSyn
hronisation Problem� bekannt. Gegeben ist eine Reihe von n numme-rierten Elementen, Zellen genannt. Jede Zelle hat einen Zustand. Zu Beginnbe�ndet si
h die erste im Zustand g (�General�) und alle anderen im Zustand

s (�Soldat�). Um die Bes
hreibungen zu vereinfa
hen wird festgelegt, dass vorder ersten und na
h der letzten Zelle jeweils eine mit Zustand # ist. Dieserspezielle Zustand kann nur von diesen Begrenzungszellen angenommen wer-den und wird daher ni
ht bei der Anzahl der mögli
hen Zustände für Zellenberüksi
htigt. Alle Zellen we
hseln in einem S
hritt syn
hron ihren Zustandgemäÿ einer Abbildung, die aus ihrem Zustand und dem der Zellen mit direktbena
hbarten Index einen eindeutigen Folgezustand bestimmt. Eine Zuord-nung, die einem gegebenen 3-Tupel von Zellen einen Folgezustand zuweistwird Regel genannt. Es sind Regeln so zu wählen, dass na
h einer Folge vonS
hritten alle Zellen zeitglei
h in den Zustand f (�feuern�) übergehen unddieser Zustand in keinem vorhergehenden S
hritt von einer Zelle angenom-men wird. Die Regeln (s, s, s) 7→ s und (s, s, #) 7→ s sind vorgegeben undbesagen, dass jede Änderung von der Zelle mit Zustand g ausgeht.Die optimale Zeit für eine Lösung ist bekannt. Dur
h Untersu
hung allerFälle konnte in [10℄ gezeigt werden, dass vier mögli
he Zustände für die Zel-len (eins
hlieÿli
h g, s und f aber ohne #) ni
ht rei
hen, um das Problem inoptimaler Anzahl S
hritte zu lösen. Dafür wurde ein Algorithmus angewandt,dem Ba
ktra
king zugrunde liegt. Man beginnt mit einer Instanz der Länge
n = 2 und dem Anfangszustand. Immer wenn die Liste der bereits de�nier-ten Regeln ni
ht rei
ht den Folgezustand einer Zelle zu bestimmen, wird eineVerzweigung erzeugt, die alle mögli
hen Folgezustände untersu
ht. Es werdenso immer wieder Regeln gebildet, bis si
h ein Widerspru
h ergibt, oder na
hder optimalen Anzahl S
hritte die Zellen ni
ht alle im Feuerzustand sind.Da für jedes Zustands 3-Tupel bei vier Zuständen au
h vier Mögli
he Na
h-folgezustände gewählt werden können, erhält man einen implizit de�niertenBaum mit einem maximalen Verzweigungsgrad von 4. Da si
h bei einigenRegeln s
hnell ein Widerspru
h ergibt, während bei anderen die Regeln füreine Instanz ein korrektes Ergebnis liefern und erst mit einem gröÿeren nein Problem auftritt, ergibt si
h ein stark unregelmäÿiger Baum. Denno
hlieferte die hier bes
hriebene Lastverteilung für dieses Problem fast linearenSpeedup.
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Abbildung 6.4: Beweis, dass keine Lösung des FFSP Problems in Optimalzeitmit 3 Zuständen existiert. Regeln die Zustand f ergeben werden nur für denletzten S
hritt überprüft, dort werden nur sol
he hinzugenommen.
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h den Beispielen für Anwendungsgebiete nun zum eigentli
hen Lastver-teilungsalgorithmus. Man mö
hte eine Laufzeit bekommen, für die

T (n, p) ≤ (1 + ǫ)
Tseq

p
+ Terme niedriger Ordnunggilt, wobei diese Terme niedriger Ordnung vor allem den Kommunikationsauf-wand darstellen. In diesen Termen sollte p ni
ht linear und erst re
ht ni
htsuperlinear vorkommen. Einen ersten Ansatz bietet folgender Algorithmusaus der Familie der �re
eiver initiated load balan
ing� Algorithmen:Algorithmus 6.3: Random Polling

L,L′ : Subproblem ;i f ( i = 0)L = Lroot ;else L = L∅ ;while (work l e f t ){

L := work ( L , ∆t ) ;

m′ := |{j : L�j = L∅}| ;i f (m′ ≥ m){i f (L = L∅ ){send r eque s t to random PE k ;}i f ( re
eive r eque s t M from PE j ){

(L,L′) := s p l i t (L ) ;send L′ to PE j ;send L∅ for any other r eque s t ;}i f (L = L∅ ){re
eive new L from k ;}}} Erläuterungen: Gemäÿ der De�nition hält ein Prozessor zunä
hst dasgesamte Problem Lroot. Ein S
hritt des Algorithmus beginnt damit, dass jederProzessor ∆t Zeit an seinem Problem arbeitet. Es wird ans
hlieÿend gezählt,wie viele Prozessoren ihren Teiljob abgearbeitet haben. An dieser Stelle wirdau
h überprüft, ob überhaupt no
h Arbeit vorliegt. Gibt es zwar no
h Jobs,aber au
h mindestens m Prozessoren die nur no
h ein leeres Teilproblem
L∅ haben, fragen sie bei zufälligen anderen Prozessoren na
h Arbeit. Dieanges
hriebenen Prozessoren versu
hen ihren eigenen Job aufzuteilen und
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ht aufgeteilt werden � weil der eigeneJob s
hon leer ist oder mehr als eine Anfrage vorliegt � so wird das leereProblem abgegeben.Es können au
h Su
hprobleme betra
htet werden, bei denen es bereitsrei
ht einen Knoten zu �nden, der die Vorgaben erfüllt. Dafür muss zusätzli
hder Fall behandelt werden, dass ein Prozessor die Lösung gefunden hat. Dannkann für diese Probleme aber superlinearer Speedup errei
ht werden. In derTheorie sollte es si
h über mehrere Ausführungen statistis
h ausglei
hen. Inder Praxis existiert bei vielen Ausführungen ein groÿer Teilbaum, der imsequentiellen Fall erst komplett abgearbeitet wird, aber im parallelen Fallnur einen Prozessor auslastet.Für die Bestimmung der Laufzeit werden die Iterationen separat gezählt,in denen nur gere
hnet werden muss und die, in denen au
h Jobs umverteiltwerden. Ist m < p aber gilt no
h immerm ∈ Ω(p), so rei
hen mit hoher Wahr-s
heinli
hkeit O(h) Iterationen, in denen Probleme aufgeteilt werden müssen,bis jeder no
h verbleibende Teiljob atomar ist. Es fallen also für O(h) Ite-rationen Kommunikationskosten an und es müssen dann no
h die atomarenJobs bearbeitet werden. Die Anzahl der übrigen Phasen mit hö
hstens marbeitslosen Prozessoren lässt si
h dur
h Tseq
(p−m)∆t

bes
hränken. Man erwartetfür m ∈ Ω(p) also eine Gesamtanzahl von Interationen, die kleiner ist als

c
Tseq
p∆t

+ dhfür geeignete Konstanten c und d. Daraus ergibt si
h eine reine Bearbeitungs-zeit von
(c

Tseq
p∆t

+ dh)∆t = (c
Tseq

p
+ dh∆t)Die Konstante c ist dur
h die Wahl von m bestimmt, und der von h ab-hängige Term lässt si
h über ∆t beliebig drü
ken. Für geeignete m und ∆t,erhält man also für jedes ǫ die Abs
hätzung (1 + ǫ)Tseq

p

für die Zeit, in derdas Problem bearbeitet ist. In den Õ(h) Aufspaltungss
hritten muss wegender zufälligen Partnerwahl eine kollektive Kommunikationsoperation für denAustaus
h angenommen werden. Deswegen kommt zu der Zeit einer Auf-spaltung Tsplit und der Zeit für die Übertragung einer Problembes
hreibung

Trout(l) no
h die Zeit für einen kollektiven Na
hri
htenaustaus
h T
oll.
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∀ǫ∃∆t, m : T (n, p) ≤ (1 + ǫ)
Tseq

p
+ Õ(h(Trout(l) + T
oll + Tsplit) + Tatomi
)In dem nun bes
hriebenen Algorithmus wird der zuletzt erwähnte kollek-tive Na
hri
htenaustaus
h vermieden:Algorithmus 6.4: Simpli�ed Random Polling

L,L′ : Subproblem ;i f ( i = 0)L = Lroot ;else L = L∅ ;while (work l e f t ){

L := work ( L , ∆t ) ;i f (L�((i + s) mod p) = L∅ ){

(L,L′) := s p l i t (L ) ;send L′ to PE ((i + s) mod p ) ;}} Erläuterungen: Man verzi
htet hier auf die Überprüfung, ob m Pro-zessoren inaktiv sind und führt stattdessen in jedem S
hritt eine Balan
ie-rungsphase dur
h. Statt einen zufälligen Prozessor anzus
hreiben, wird globalein gemeisamer zufälliger o�set s bestimmt. Damit er auf allen Prozessorenglei
h ist, rei
ht es bereits si
h zu Beginn auf einen gemeinsamen Seed für dielokalen Zufallsgeneratoren festzulegen. Jeder Prozessor ist in einem S
hrittdafür verantwortli
h seine Arbeit mit dem zyklis
h um s versetzten Prozessorzu teilen, falls dieser keine eigene Arbeit hat. Es ist wi
htig, dass s zufälliggewählt wird. Wäre es konstant, so hätte das zur Folge, dass si
h die Arbeitmit wa
hsendem Abstand zu dem Prozessor, der zu Beginn den GesamtenJob hatte, immer wieder halbiert. Die regelmäÿig um einen zufälligen Wertversetzte Anfrage sorgt dafür, dass jeder Prozessor seine Arbeit mit genaueinem einzigen teilen muss. Davon pro�tiert die Lastverteilung, da ni
ht meh-rere Anfragen an einen Prozessor gestellt werden können, von denen nur einebeantwortet wird. Dadur
h fällt au
h der Term T
oll in der Analyse weg.
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∀ǫ∃∆t : T (n, p) ≤ (1 + ǫ)
Tseq
p

+ Õ(h(Trout(l) + Tsplit) + Tatomi
)Dass alle S
hritte syn
hron statt�nden müssen ist eine unangenehme For-derung, die in den seltensten Fällen ohne hohen Zusatzaufwand erfüllt wer-den kann. Praktis
h relevant ist also insbesondere der folgende asyn
hroneAlgorithmus: Algorithmus 6.5: Asyn
hronous Random Polling
L,L′ : Subproblem ;i f ( i = 0)L = Lroot ;else L = L∅ ;while (work l e f t ){i f (L = L∅ ){send r eque s t to random PE k ;} else {

L := work ( L , ∆t ) ;}forea
h (M ∈ r e 
 e i v ed Messages ){i f (M i s r eque s t from PE j ){
(L,L′) := s p l i t (L ) ;send L′ to PE j ;} else {
L := M ;}}} Erläuterungen: Ein Vorteil ist, dass ein Prozessor seine Arbeit direktfortsetzen kann, wenn keine Anfragen vorliegen und ni
ht erst warten muss,bis au
h die anderen Prozessoren ihre Kommunikation abges
hlossen haben.Die Funktionsweise des Algorithmus ist ansonsten sehr ähnli
h zum erstenFall, mit dem Unters
hied, dass ein Prozessor sofort neue Arbeit anfordert,wenn er keine eigene hat. Dementspre
hend ist au
h die Laufzeit wieder ver-glei
hbar.
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∀ǫ∃∆t : ET (n, p) ≤ (1 + ǫ)
Tseq

p
+ O(h(

1

ǫ
+ Trout(l) + Tsplit) + Tatomi
)
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