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1 Einfiuhrung

1.1 Maschinenmodelle

1.1.1 PRAM

Das PRAM-Modell bietet sich fiir die Untersuchung von parallelen Algo-
rithmen in erster Linie wegen der Einfachheit der Darstellung an. Es ba-
siert auf der Random Access Machine, die nur aus einem auf einem grofen
Speicher operierenden Prozessor mit konstanter Anzahl Registern besteht.
Das PRAM-Modell parallelisiert dieses einfache Modell durch weitere Pro-
zessoren, mit eigenen Registern, die synchron auf dem Speicher operieren.
Héufig wird dann angenommen, es wire zunéchst nur ein Prozessor aktiv,
es konnten jedoch beliebig viele Prozessoren nach Bedarf “aufgeweckt” wer-
den. Im Folgenden wollen wir uns aber darauf beschrénken, dass die Anzahl
der benétigten Prozessoren im Voraus genannt wird und auch nicht mehr
zur Verfiigung stehen, diese dafiir von Anfang an aktiv sind. Entsprechend
wird auch festgelegt, dass jedes dieser PE (Prozessorelemente) sowohl des-
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Abbildung 1.1: Modelle im Vergleich
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sen Index kennt, als auch die Anzahl der verfiigharen Prozessoren. So einfach
das Modell auch ist, wirft doch die gemeinsame Speicherverwaltung sofort die
Frage nach Zugriffskonflikten auf einzelnen Speicherstellen auf. Abhéangig da-
von, wie mit diesen Konflikten umgegangen wird, werden die PRAM-Modelle
folgendermafen unterteilt:

e EREW (Exclusive Read Exclusive Write) PRAM: Gleichzeitige Zu-
griffe sind verboten.

e CREW (Concurrent Read Exclusive Write) PRAM: Nur gleichzeitiges
Lesen ist erlaubt, gleichzeitiges Schreiben nicht.

¢ CRCW (Concurrent Read Concurrent Write) PRAM: Hier wird nun
beides erlaubt, was Mafsnahmen bei Schreibkonflikten erfordert. Dafiir
gibt eine weitere Unterteilung wie folgt:

— common: Eine naheliegende Erweiterung des CREW PRAM, die
mehreren Prozessoren erlaubt das gleiche Datum auf einmal zu
schreiben. Sind sie sich jedoch nicht einig, ist das weiterhin eine
unzulissige Aktion.

— arbitary: Hier sind auch Fille abgedeckt, in denen unterschiedli-
che Werte geschrieben werden sollen, die Auswahl des schreiben-
den Prozessors erfolgt jedoch zufallig

— priority: Oft ist es von Vorteil zu wissen welcher der Prozesso-
ren sich durchsetzt, wenn sich die schreibenden Prozessoren nicht
einig sind. Daher setzt sich bei diesem Modell der Prozessor mit
dem kleinsten Index durch. Dieses Verfahren ist nicht nur deter-
ministisch, sondern liefert auch eine Moglichkeit zusétzliche Ent-
scheidungen beim Schreibzugriff zu treffen.

— combine: Diese zusitzliche Operation beim Speicherzugriff ldsst
sich natiirlich auch erweitern, so dass man Modelle annehmen
konnte, die bei einem Schreibzugriff eine Operation auf die zu
schreibenden Daten anwendet um sie zu kombinieren. So kénnten
beispielsweise die an einer Speicherstelle zu schreibenden Daten
aufsummiert werden.

Bei einer derart reichhaltigen Vielfalt an Unterkategorien dringt sich na-
tiirlich die Frage auf, ob diese Unterteilung denn auch wirklich notwendig
ist. Hier zeigt sich schnell, dass verschiedene Probleme sich nur schnell 16-
sen lassen, wenn viele Prozessoren Zugriff auf eine gemeinsame Speicherstelle
haben. Als Beispiel dafiir liefse sich eine parallele AND-Operation angeben,
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die fiir n Elemente auf einer CRCW PRAM mit n Prozessoren in einem
Schritt das Ergebnis bestimmen kann (1.1). Dafiir muss sich jeder Prozes-
sor nur iiber seinen Index ein Element aussuchen und bei Fehlschlagen einer
lokalen AND-Operation eine 0 als Ergebnis schreiben. Ist es nun allerdings
nicht mehr erlaubt, dass mehrere Prozessoren zur gleichen Zeit ihr negatives
Ergebnis eintragen, so kommt mindestens ein Faktor von logn hinzu, der
benétigt wird um Speicherkonflikte zu vermeiden (siehe auch 1.7.2).

1.1.2 Realistischere Modelle

Die einfache Reprisentation der Prozessorinteraktion im PRAM-Modell igno-
riert wichtige Eigenschaften reeller Systeme. Hier will man sich von der star-
ken Annahme entfernen, dass alle Prozessoren schnell auf einen grofien ge-
meinsamen Speicher zugreifen konnten. Daher zwei Modelle, die der Realitét
bereits ndherkommen:

e (Symmetric) Shared Memory (gemeinsamer Speicher): Dieses
Modell hat tatséichlich gewisse Ahnlichkeit mit dem PRAM-Modell. Zu-
sitzlich beriicksichtigt es allerdings Caches der einzelnen Prozessoren,
sowie die Tatsache, dass in der Realitit ein Netzwerk notig ist, um die
Prozessoren mit Speichermodulen zu verbinden. Neben der tatséichli-
chen Verwaltung der Speicherzugriffe kommt hier noch “false sharing”
hinzu. Sobald ein Prozessor auf eine Speicheradresse zugreift, die ein
anderer Prozessor im Cache hat, wird eine Synchronisation erforderlich.
Selbst wenn der andere Prozessor diese Speicherstelle nie benotigt hat
kann es passieren, dass sie zu einer Cachezeile gehort, auf die iiber eine
andere Adresse haufig zugegriffen wird.

Prozessoren E@
0 1 p-2 || p-1 Cache

L]

’ Netzwerk \\ ‘
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e Distributed Memory (verteilter Speicher): In vielen parallelen
Systemen ist es nicht der Fall, dass die Prozessoren auf einem gemein-
samen Speicher arbeiten. Stattdessen besitzt jeder Prozessor hier einen
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(vergleichsweise) kleinen lokalen Speicher. Zugriff auf die Daten ande-
rer Prozessoren ist nur iiber expliziten Nachrichtenaustausch maoglich.
Eingaben erfolgen in diesem Fall iiblicherweise verteilt iiber alle Prozes-
soren und auch die Ausgabe muss zum Schluss geeignet verteilt werden.

Prozessoren E@
0 || 1 p-2 || p-1

[T/ [ T Nspecher |

’ Netzwerk \\ ‘

1.1.3 DAG

Ganz kurz soll hier auch auf das Modell der Schaltkreisfamilien eingegangen
werden. Représentiert werden Schaltkreise hier als gerichtete azyklische
Graphen (directed acyclic graph, DAG). Bei Berechnungen in Gra-
phenform wird die Eingabe durch Knoten mit Eingangsgrad 0 zur Verfiigung
gestellt. Das Ergebnis der Berechnung findet sich in Knoten mit Ausgangs-
grad 0. Die weiteren Knoten werden “innere Knoten” genannt und sind
fiir die eigentlichen Berechnungen verantwortlich. Sinnvollerweise wird fiir
innere Knoten der Eingangsgrad durch eine kleine Konstante beschrinkt, ihr
Ausgangsgad darf dagegen beliebig sein.

Der Begriff, der der Laufzeit eines DAG am néchsten kommt, ist der
Begriff der Tiefe. Fiir einen Knoten wird der ldngste Pfad von einem Ein-
gangsknoten so bezeichnet. Alle Knoten, deren Hohe h ist, werden Schicht
der Hohe h genannt. Die Hohe des DAG ist die maximale Hohe eines Aus-
gangsknotens, also der lingste Pfad von einem Eingang zu einem Ausgang.
Da die Anzahl Zwischenschritte, die bendtigt werden konnen alle nétigen
Informationen an die entsprechenden inneren Knoten zu bringen direkt mit
dieser Grofke zusammenhéngt, gibt es bei einem “hinreichend kompakten”
DAG stets mindestens eine Eingabe fiir die die Ausgabe die Auswertung
aller Knoten auf dem ldngsten Weg erfordert. Damit ldsst sich die Tiefe ei-
nes DAG direkt als Schranke fiir die Laufzeit benutzen. Mit Schaltkreisen ist
hier ein Spezialfall der DAG gemeint, bei dem nicht beliebige Worte Ein- und
Ausgabe sein konnen, sondern die Berechnung sich auf Bitfolgen konstanter
Lange beschrinkt.

Ein Schaltkreis hat stets eine feste Anzahl von Eingabeknoten. Um so
etwas wie einen Algorithmus schreiben zu konnen, ist es jedoch nétig mit
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unterschiedlichen Eingabegrofen umzugehen. Diese Moglichkeit wird durch
die Schaltkreisfamilien gegeben. Als Schaltkreisfamilie wird eine Vorschrift
bezeichnet, nach der fiir eine vorgegebene Eingabegrofe ein Schaltkreis algo-
rithmisch generiert werden kann. Sinnvollerweise méchte man sich dann auf
Schaltkreisfamilien beschrinken, bei denen der Schaltkreisgenerator nicht zu
michtig ist. Eine solche Einschrinkung sind die uniformen Schaltkreisfa-
milien, die hier nicht weiter erldutert werden.

Uniforme Schaltkreisfamilien lassen sich aber durch ein PRAM simulieren,
indem alle Knoten einer Schicht parallel mit einem Prozessor pro Knoten ab-
gearbeitet werden. Naheliegenderweise ist der Bedarf der Prozessoren durch
die maximale Anzahl der Berechnungsknoten einer Schicht beschrénkt. Der
Zeitbedarf ist bei schichtweiser Abarbeitung die Anzahl der Schichten, al-
so gerade die Tiefe des Schaltkreises fiir die jeweilige Eingabelénge. Versucht
man nun umgekehrt PRAM durch ein DAG zu simulieren muss vor allem das
Programm von Zyklen befreit werden, die in einem DAG nicht représentiert
werden konnen. Zuletzt liasst sich ein DAG auch als Verbindungsnetzwerk re-
prisentieren, wo Prozessoren die Aufgabe der Berechnungsknoten {iberneh-
men und fiir jede Schicht aus Knotenlasten, Kantenlasten und Pfadlingen
die Ausfithrungszeit bestimmt werden kann.

1.2 Netzwerk- und Kommunikationsmodelle

Will man Algorithmen entwerfen, die auch praktisch von Nutzen sein sol-
len, ist das ohne Beriicksichtigung der Kommunikation unmoglich. Dieser
Abschnitt beschiftigt sich daher damit, wie man die Verbindungsnetzwer-
ke zwischen den Prozessoren reprisentieren kann und wie sie spéter bei der
Analyse der Algorithmen eingehen.

1.2.1 Explizites “Store-and-Forward”

Bei dem ersten Modell das hier betrachtet wird, wird ein Netzwerk expli-
zit als Graph modelliert. In diesem Fall reprisentieren Knoten des Graphen
Prozessoren; Kanten reprisentieren die Verbindungen. Busse, an denen meh-
rere Prozessoren angeschlossen sind, lassen sich in so einem Fall mit Hyper-
kanten reprisentieren. Ebenfalls moglich sind zusiitzliche Routerknoten, die
auch {iber eigenen Pufferspeicher verfiigen konnen, aber nur die Kommuni-
kation unterstiitzen ohne an den Berechnungen beteiligt zu sein. Es ist auch
moglich (global) Kantenkapazititen festzulegen, die die Anzahl von Paketen
konstanter Linge festlegen, die in einer Zeiteinheit iiber die zugehorige Ver-
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Abbildung 1.2: Hyperwiirfel fiir einige d

bindung transportiert werden kénnen. Meist wird dieser Wert jedoch auf 1
festgesetzt. Ebenso ldsst sich die Anzahl der Nachrichten beschrinken, die
ein Knoten parallel versenden oder empfangen kann. Ist dieser Wert k, so
ist von k-Port-Maschinen die Rede, im Spezialfall £ = 1 spricht man von
einer single-ported Maschine.

Das Hauptproblem bei dieser Modellierung der Netzwerke ist der nicht
gerechtfertigte Aufwand fiir den Algorithmenentwurf. Da das Routing damit
praktisch in den Algorithmus integriert werden muss, leidet die Ubersichtlich-
keit. Nachdem Hardwarerouter diese Aufgabe zufriedenstellend {ibernehmen,
ist es nicht sinnvoll diese Aufgabe in den Entwurf von Algorithmen einzu-
gliedern. Es gibt allerdings durchaus auch Algorithmen, die spezielle Netz-
werkstrukturen voraussetzen und dann ausnutzen, um eine geringe Laufzeit
zu erreichen.

Eine Spezielle Netzwerkstruktur bei 2% Prozessoren fiir ein geeignetes d,
die oft elegante Algorithmen erlaubt, ist der (d-dimensionale) Hyperwiirfel.
Dabei sind die Knoten durch Tupel aus (Z/2Z)* durchnummeriert. Diese
Tupel werden fiir Algorithmen auch gerne als Wort iiber dem Alphabet {0, 1}
interpretiert. Kanten gibt es zwischen zwei Knoten genau dann, wenn sich
ihre Koordinaten nur in einer Stelle unterscheiden.

1.2.2 Vollstindige Verkniipfung

Das nun folgende Modell abstrahiert das explizite Store-and-Forward, so dass
es sich bei der Analyse von Algorithmen beliebiger Netzwerke besser ver-
wenden ldsst. Dazu wird fiir das Netzwerk zundchst vollstindige Verkniip-
fung angenommen. Nun wird das Versenden von m Bytes durch Teomm(m) =
Titars + mThye geschitzt. Dabei bezeichnet Ty, die Zeit, die fiir den Ver-
bindungssaufbau notig ist, bevor in jeweils Ty Zeit ein Byte iibertragen
wird.

Das sind zwar Annahmen, die auf reale Netzwerke kaum zutreffen, jedoch
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kommt dem die Realitit bereits relativ nahe. Hardwarerouter iibernehmen
das Auflosen von Konflikten auf Kanten und bei Strukturen mit schwacher
Verbindung lassen sich noch immer Ty und Tiye kiinstlich erhohen um
hiufige Konflikte zu modellieren. Ein besonderer Vorteil an diesem Modell
ist dass es nicht notwendigerweise synchrone Kommunikation beschreiben
muss.

Zuletzt soll noch geklirt werden, was “eine Kommunikation” mit einer m-
Byte-Nachricht eigentlich ist. Insbesondere zwei der folgenden Begriffe tau-
chen spiter immer wieder auf um die “Miéchtigkeit” der Kommunikation zu
beschreiben:

e halbduplex: Bei dieser Variante wird nicht zwischen Senden und Emp-
fangen unterschieden. Das bedeutet, dass das Versenden von m Bytes
sowohl bei Sender, als auch bei Empfinger die Zeit fiir m Byte Kom-
munikation kostet.

e telefon: In diesem Fall diirfen zwei Prozessoren die Zeit nutzen, um
m-Bytes parallel in beide Richtungen auszutauschen. Jedoch darf nur
von einem Prozessor parallel empfangen werden, an den auch gesendet
wird.

e (voll)duplex: Hier fillt zusétzlich zum Telefonmodell auch die Festle-
gung der Partner weg, und eine beliebige m-Byte-Empfangsoperation
darf sich stets mit einer m-Byte-Sendeoperation tiberlappen.

Es folgt eine Hierarchie: T9uplex < ptelefon < rhalbduplex: < g7duplex

1.2.3 BSP

Eine weitere Moglichkeit die Kosten einer Kommunikation darzustellen ist
das Bulk Synchronous Parallel (BSP) Modell. Die Idee bei diesem Modell
ist, dass nach jeweils einer Rechenphase alle Prozessoren Nachrichten in ei-
ner kollektiven Kommunikationsoperation austauschen und anschliefsend vor
der nichsten Rechenphase durch eine Barriere synchronisiert werden. Re-
chenphase, Kommunikation und Synchronisation werden unter dem Begriff
“Superschritt” zusammengefasst. In der Origialfassung wird der Startupover-
head fiir die Kommunikation nicht modelliert mit der Begriindung dass er
bei der angestrebten Grofe der Kommunikationsoperation vernachlissigbar
wire, hier soll er jedoch in einem Parameter mit in die Zeitberechnungen
einflieflen.
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In diesem Modell wird der Zeitaufwand einer Kommunikationsoperation
durch [ + hg dargestellt. Die Parameter haben dabei folgende Bedeutung;:

e 1: Reprisentiert den Startupoverhead fiir den kollektiven Nachrich-
tenaustausch und die Kosten fiir die Barrierensynchronisation. Es
sollte beachtet werden, dass die Barrierensynchronisation stets mit log p
Zeit zu Buche schlagt.

e h: Maximale Anzahl der versendeten Pakete pro PE.

e g: Steht fiir “gap” und beschreibt die Zeit, die ein Netzwerk braucht,
um ein einzelnes Paket in einem kontinuierlichen Strom an ein
gleichverteilt-zufilliges Ziel auszuliefern. Gemessen wird g in Re-
chenschritten und ist wie schon [ iiblicherweise eine Funktion von p.
Wie schon [ kann auch g eine Funktion von p sein.

In diesem Modell ist damit also ein Verbindungsnetzwerk bereits durch [, g
und p hinreichend beschrieben, die Topologie wird vernachlissigt. Ein kla-
rer Vorteil dieses Modells ist die einfache aber prizise Beschreibung, sowie
die gute Anpassungsfahigkeit. Die Festlegung auf Superschritte, die jeweils
mit globaler Synchronisation enden, ist andererseits hiufig eine zu radikale
Einschrinkung. Die Vernachlissigung der Netzwerktopologie hat den zusitz-
lichen Nachteil, dass bei Kommunikation nicht zwischen verschieden schwieri-
gen Kommunikationsmustern unterschieden werden kann. So hat es im BSP-
Modell keinen Einfluss auf die Laufzeitabschétzung sich auf Nachbarschafts-
kommunikation zu beschranken. Es existieren allerdings durchaus erweiterte
BSP-Modelle, die zusédtzliche Kommunikationsmuster beriicksichtigen oder
auch unterschiedliche Nachrichtenldngen.

Der fiir BSP typische kollektive Nachrichtenaustausch, bei dem jedes PE
bis zu h Pakete sendet oder empfingt (wobei die Adressaten keine Rolle
spielen) wird h-Relation genannt. Man beachte, dass nicht nur die Anzahl
der gesendeten Pakete durch h begrenzt ist, sondern auch die der empfange-
nen Pakete. Diese Kommunikationsoperation wird in einem spateren Kapitel
(3.6.4) auch unabhingig vom BSP-Modell betrachtet.

1.3 MPI und OpenMP

Bisher haben wir uns damit beschéftigt mit welchen Modellen parallele Algo-
rithmen analysiert werden. Dieses Kapitel soll die Grundlagen der tatsachli-
chen Implementierung vermitteln. Es werden die Standards des Open Multi
Processing (OpenMP) und des Message Passing Interface(MPI) vorgestellt.
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1.3.1 OpenMP

OpenMP ist ein API, das eine Entwicklung von portierbaren, skalierbaren
shared Memory Programmen erleichtert. Die OpenMP Befehle werden mit
Hilfe von Pragmas in C/C++ Code eingearbeitet. Dadurch kann der Code
auch Kompiliert werden, wenn der Compiler kein OpenMP beherscht. Am
Besten kann das gesehen werden an einem Beispiel:

#pragma omp parallel for schedule(static, n)
for( int 1 = 0; 1 < 100; i++){
do something (1i);

}

Wenn dieser Code mit einem Compiler kompiliert wird, der kein OpenMP un-
terstiitzt, dann wird er sequenziell ausgefiihrt. Mit Hilfe von OpenMP werden
die Schleifendurchldufe parallelisiert. Dabei werden jedoch nicht 100 Threads
erzeugt, sondern die 100 Schleifendurchldufe werden in Chunks aufgeteilt. Der
Parameter schedule(...) gibt an, wie grof die Chunks sind und wie sie an die
Threads verteilt werden. Man kann ihn weglassen und damit die Entschei-
dung dem Compiler iiberlassen. Giiltige Werte sind schedule(static, n),
schedule(dynamic, n) oder schedule(guided, n) benutzen. Bei schedu-
le(static, n) werden Blocke der Grofe n zyklisch an die Threads verteilt.
schedule(dynamic, n) sorgt dafiir dass jeder Thread einen Block der Grofe
n bekommt und immer wenn er damit fertig ist, dann fordert er n neue Ite-
rationen an. schedule(guided, n) ist so dhnlich wie schedule(dynamic,
n), bloss dass jeder Prozessor max(n, (Anzahl an noch nicht zugewiesenen
Iterationen)/p) bekommt.

int square shared = 0, square private = 0;

#pragma omp parallel for shared(square shared) private(square_ private)

for( int 1 = 0; i < 100; i++){
square shared = ixi;
square _private = ixi;

printf("Iteration %d:_square shared_=_%d,_square private.=_%d\n",

i, square_shared, square_ private);

printf ("Outside_of_loop:_square_shared _=_%d,_square_private_=_%d\n",

square_shared, square private);

Dieser Code gibt Quadratzahlen bis 992 aus. Jeder Thread hat seine eigene
square_ private Variable aber es gibt insgesammt nur eine square shared Va-
riable fiir alle Threads. Dadurch iiberschreiben sie sich den Wert von squa-
re_ shared gegenseitig und so sind die Werte fiir square_ shared und squa-
re_private in der Ausgabe nicht immer gleich. Ausserhalb der Schleife ist
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der square_ shared auf den letzten Wert gesetzt den er in der Schleife bekom-
men hat; das muss aber nicht 992 sein. Der Wert von square private ist nach
der Schleife nicht definiert.

omp _set num _threads(5);
#pragma omp parallel for num threads(7)
for( int i = 0; i < 100; i++){
printf("Iteration %d_wird_von_Thread _%d/%d_bearbeitet\n",
i, omp_ get thread num (), omp_ get num _threads());
}

Bei vielen parallelen Programmen ist es wichtig zu Bestimmen wie viele
Threads erzeugt werden oder zumindestens zu wissen wie viele Threads er-
zeugt wurden. Mit Hilfe des Parameter num threads des Pragma kann
man festlegen wie viele Threads erzeugt werden. Falls es keinen num__threads
Parameter gibt, dann wird eine Variable benutzt die man mit Hilfe von
omp_set num _threads setzen kann. Mit Hilfe von omp get num -
threads kann festgelegt werden wie viele Threads in dieser parallelen Regi-
on erzeugt wurden. Das bedeutet auferhalb von parallelen Konstrukten gibt
es Eins zuriick. Um die Threads unterscheiden zu kénnen, kann mit Hilfe
omp_ get thread num die Thread ID herausfinden.

#pragma omp parallel sections

{

#pragma omp section

{
}

#pragma omp section

{
}
#pragma omp section

{
¥
}

printf("Section_1\n");

printf("Section_2\n");

printf("Section_3\n");

Eine Andere Moglichkeit Parallelitét zu erzeugen ist es Sections zu benutzen.
Jede dieser Sections wird von genau einem Thread ausgefiihrt. Falls es mehr
Threads gibt als Section dann warten die anderen Threads. Es kann passieren,
dass mehrere Sections von dem gleichen Thread ausgefiihrt werden. Auch bei
diesem Pragma kann man shared, private und num_threads benutzen.
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#pragma omp parallel num threads(3) shared(i) private(])

{
#pragma omp sections
{
#pragma omp section
{
printf("Section_1_wird_von_Thread _%d/%d_bearbeitet\n",
omp_get thread num (), omp_ get num _threads());
}
#pragma omp section
{
printf("Section_2_wird_von_Thread _%d/%d_bearbeitet\n",
omp get thread num (), omp get num threads());
}
}
#pragma omp single
{
printf("work_only_one_thread_does\n");
}

printf("work_everybody _does\n");
#pragma omp barrier

#pragma omp for schedule (static, 2)
for( int i = 0; 1 < 10; i++){

printf("Iteration %d_wird_von_Thread _%d/%d_bearbeitet\n",

i, omp get thread num (), omp get num threads());

}
}

Es ist moglich mehrere parallele Abschnitte hintereinander zu hingen oh-
ne, dass die Threads zwischendurch zerstort werden und ihre privaten Daten
verlieren. Dazu erzeugt man verschiedene Threads und gibt dann die paral-
lelen Befehle an die abzuarbeiten sind. Normale Befehle werden dabei von
jedem abgearbeitet. Damit Befehle nur von einem Prozessor abgearbeitet
werden, muss man ein #pragma omp single davor setzen. Falls es irgend-
wann wichtig ist, dass ein Schritt von allen Threads abgearbeitet ist bevor
ein Thread zu dem néchsten iibergeht, dann kann man das mit Hilfe von
#pragma omp barrier erreichen.
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1.3.2 MPI

Das Message Passing Interface(MPI) ist fiir Systeme mit verteiltem Speicher
gedacht. Dadurch funktioniert es auch auf gemeinsamen Speicher, nutzt aber
dessen Vorziige nicht. Jeder Thread fiihrt das gleiche Programm aus. Wenn je-
der Thread jedoch auch die identischen Befehle ausfithren wiirde, dann wiirde
es zu einem Deadlock kommen sobald alle Threads senden oder alle Threads
empfangen. Unterschiedliche Programmverlaufe werden durch die Thread 1D
erzeugt. Die Thread ID wird durch die Funktion MPI Comm rank aus-
gelesen. Wie der Name sagt basiert MPI auf dem versenden von Nachrich-
ten. Daher sind MPI Send und MPI Recv die wichtigsten Funktionen
von MPL. MPI _Send wird die Nachricht iibergeben, die Anzahl an Ele-
menten, der Typ der Elemente, der Zielthread, ein beliebiges Tag und ein
MPI_Comm. Ein MPI Comm verwaltet eine Gruppe von Threads. Jeder
Thread kann mehrerer dieser Gruppen angehéren und kann in jeder dieser
Gruppen eine unterschiedliche Thread ID haben. MPI COMM _WORLD ist
ein MPI_Comm dem alle Threads angehéren. Die Parameter von MPI _Recv
sind ein Empfangsbuffer, die Linge des Buffers, der Typ des Buffers, die Quel-
le und der Tag der beim Absenden gesand wurde, das MPI Comm und ein
Pointer auf ein Status-Object. Wenn man die Quelle und den Tag der Nach-
richt nicht kennt, oder es egal ist woher bzw. mit welchem Tag die Nachricht
gesendet wurde, dann kann man auch die Wildcards MPI ANY SOURCE
bzw. MPI ANY TAG verwenden. Das Status-Object wird von dem Recv
gefiillt und enthélt dann den Tag und den Ursprungsort der Nachricht. Aufer-
dem kann man die Datenmenge mit Hilfe der Funktion MPI _Get_count
auslesen.

int main(int argc, charx argv]]){
MPI Init(&arge, &argv);
int size, rank.
MPI Comm size(MPI COMM WORLD, &size );
MPI_Comm_rank (MPI COMM_WORID, &rank );
printf("Hello,_I_am_process _%d_of_%d.\n", rank, size);
if ((rank = 0)&&(size >=2)){
charx message = "Hallo_von_0"
MPI Send(message, strlen (message)+1, MPI CHAR,
1, 0, MPL COMM WORID);
telse if(rank — 1){
MPI_Status status;
char message[100];
int count;
MPI_Recv(message, 100, MPI CHAR, MPI_ANY SOURCE,
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MPI ANY TAG, MPL COMM WORID, &status);
MPI Get_count(&status , MPI CHAR, &count);
printf("Nachricht_von _%d_ist:_\"%s\",_hat_eine_Laenge_ "
"von_%d_und_hat_den_Tag_%d\n",
status .MPI_SOURCE, message, count, status.MPI TAG);

}

MPI_Finalize ();

}

In vielen Fillen will man aber eine Nachricht von einem Thread an alle
anderen senden (3.2 oder 3.6) oder andere Operationen machen an denen
alle Threads teilnehmen soll. Die wichtigsten dieser Funktionen sind in MPI
definiert. Es gibt die Funktionen MPI Becast, MPI Scatter, MPI Gather,
MPI_Reduce, MPT _Alltoall und andere, die die Funktionen Broadcast(3.2),
Scatter(ein Thread sendet an alle anderen), Gather(ein Thread empfingt
von jedem anderen), Reduktion(3.1) und All-to-All(3.6) definieren. Genaue
Parameterdefinitionen und die anderen kollektiven Operationen kénnen dem
Internet entnommen werden. Hier sei noch gesagt, dass die Operationen blo-
ckieren bis alle Threads des MPI Comm die Funktion aufgerufen haben.
Falls man nicht will, dass alle Threads an der kollektiven Operation teilneh-
men, dann muss man vorher einen neuen MPI _Comm erzeugen, dem nicht
alle angehoren. Das geht jedoch {iber die Grundlagen, die hier beschrieben
sind hinaus. Hier noch ein abschliefendes Beispiel, das kollektive Operatio-
nen verwendet. Jeder Thread sendet eine Quadratzahl an den Oten Thread.
Dieser addiert 20 drauf und sendet es zuriick.

int main(int argc, char* argv[]){
MPI Init(&arge, &argv);
int size, rank.
MPI Comm size(MPL COMM WORID, &size );
MPI Comm rank (MPI COMM WORID, &rank );
int square = ranksxrank;
int result;
int buffer[size];
MPI_Gather(&square, 1, MPI_INT,
buffer , 1, MPL INT, 0, MPL WORLD);
if (rank = 0){
for (int 1=0; i<size; i++)
buffer [1]+=20;
}

MPI_ Scatter(buffer , 1, MPI INT,
&result , 1, MPL_INT, 0, MPL WORLD):;
printf("Thread %d_has_reult _%d\n", rank, result);
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MPI_Finalize ();

}

1.4 MCSTL

Die Multi Core Standard Template Library [7] stellt eine Erweiterung der
C++ STL dar. Hinter ihr steht die Idee die Algorithmen, die von der STL
zur Vefiigung gestellt werden effektiv zu parallelisieren, so dass der Aufwand
fiir die Parallelisierung von Anwendungen sinkt. Im besten Fall wiirde ein
neues Kompilieren bereits reichen, damit ein Programm, das Algorithmen
aus der STL verwendet, von Parallelisierung profitieren kann.

Die MCSTL basiert auf OpenMP und daher sind ihr Einsatzgebiet par-
allele Maschinen mit gemeinsamem Speicher. Ziel ist es fiir alle paralleli-
sierbaren Algorithmen parallele Implementierungen zu integrieren, die der
STL-Semantik folgen. Einige Algorithmen — wie Binérsuche — lassen sich of-
fensichtlich nicht effektiv parallelisieren und fiir alle parallelen Algorithmen
werden Iteratoren mit wahlfreiem Zugriff benétigt. Da ein breites Einsatz-
gebiet angestrebt wird, soll die Parallelisierung bereits bei kleinen Eingaben
und wenigen Prozessoren eine Beschleunigung bewirken. Da damit auch nicht
mehr zu erwarten ist, dass ein solches Programm vorrangig ausgefiihrt wird,
ist auch mit starken Schwankungen in der Leistung der Prozessoren zu rech-
nen. Das macht es notig dass die Arbeitsaufteilung im Laufe der Abarbeitung
dynamisch angepasst wird. Im umgekehrten Fall sollen die Algorithmen das
System nicht unnétig auslasten, um die Laufzeit geringfiigig zu verbessern.
In anderen Worten: man mochte hohe Effizienz erreichen. Die Funktionsweise
einiger Algorithmen aus der MCSTL wird im Zusammenang mit Sortieren
im entsprechenden Kapitel betrachtet.

1.5 Analyse von Algorithmen
Fiir die Analyse der Qualitat von Algorithmen sollen im Folgenden verschie-
dene Kenngrofen eingefithrt werden. Begonnen werden soll ganz analog zur

Analyse sequenzieller Algorithmen mit der Ausfiihrungszeit:

e T'(I): Ausfiihrungszeit, Anzahl von Zyklen fiir geg. Probleminstanz I

e T'(n) := max =, T(I): Worst case Ausfiihrungszeit
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o Thp(n) = % Average case Ausfiithrungszeit

Beispiel: Quicksort besitzt average case Ausfithrungszeit O(nlogn)

Eine Warnung an dieser Stelle: Bei probabilistischen (randomisierten) Al-
gorithmen ist T'(n) eine Zufallsvariable. Die erwartete worst case Laufzeit
E [T'(n)] sollte nicht mit dem average case verwechselt werden.

Betrachtet man nun parallele Algorithmen kommt im Wesentlichen nur
p als zusétzlicher Parameter hinzu. Es wird bei den Zeitbetrachtungen al-
so T(I,p) statt T(I) betrachtet und die restlichen Kostenmafe wieder wie
gewohnt abgeleitet. So erhilt man die parallele Ausfiihrungszeit T'(n, p) fiir
Eingablange n mit p Prozessoren. Jetzt liefert allerdings die Prozessorzahl
auch eigene Perspektiven, aus denen die Qualitdt eines Algorithmus betrach-
tet werden kann:

e W :=pT(n,p): Arbeit, beschreibt die gesamte Zeit, die alle Prozessoren
zusammen benotigen.

o S := Ty,/T(p): (absoluter) Speedup , beschreibt Beschleunigung ge-
geniiber dem besten bekannten sequentiellen Algorithmus. Die Er-
wartung, dass S durch p nach oben beschrinkt ist, ist naheliegend,
schlieklich wiirde es bedeuten, dass die Rechenzeit verlustfrei iiber die
Prozessoren verteilt ist. Dennoch gibt es Félle, in denen S > p ge-
messen werden kann. In diesem Fall wird von superlinearem Speedup
gesprochen. Der hiufigste Grund dafiir sind Cacheeffekte durch eine
grofere Anzahl Prozessoren mit eigenem Cache. Suchalgorithmen koén-
nen bei der Parallelisierung auch davon profitieren dass mehrere Pfade
im Suchraum parallel durchsucht werden kénnen und bereits ein Treffer
reicht.

e S, :=T(1)/T(p): relativer Speedup. Wie unterschiedlich diese beiden
Arten sind zeigt ein Beispiel: Maximum (1.2) hat S, = ©(n?) aber
S =0(n).

e F := S/p: Effizienz, beschreibt wie gut das Problem bei einem Algorith-
mus auf alle Prozessoren verteilt wird und auch Zeitverlust durch die
Verwaltung der Verteilten Berechnung. Ziel ist £ ~ 1 oder zumindest
E=0(1).

Fiir einige randomisierte Algorithmen werden Laufzeitschranken nicht
allgemein bewiesen. Oft ldsst sich nur beweisen, dass sie mit hoher Wahr-
scheinlichkeit gelten. Fiir diesen Fall wird das O-Kalkiil als Erweiterung des
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O-Kalkiils eingefiihrt. Definiert wird es wie folgt:
f(n) € O(g(n)) SVY3>0:3c>0,n0>0:Yn>ng:P[f(n) >cg(n)] <n ™"

Das bedeutet also, dass f(n) dann mit hoher Wahrscheinlichkeit in O(g(n))
liegt. Insbesondere wird die Wahrscheinlichkeit mit wachsendem n beliebig
grof.

Um zu zeigen, dass f(n) € O(g(n)) gilt, sind Chernoff-Schranken haufig
niitzlich. Chernoff-Schranken liefern eine Abschétzung fiir die Wahrschein-
lichkeit mit der X :=) . X; eine bestimmte Abweichung von seinem Erwar-
tungswert erreicht. Dabei sind X; unabhiingige Zufallsvariablen. Im Folgen-
den sei 0 < € < 1 und a > 1. Es gelten dann die Ungleichungen:

P[X < (1 — )E[X]] < e BN/
PX > (14 e)E[X]] < e < FX)/2
P[X > oE[X]] < o(1- & ~Ina)aE[X]

1.6 Konvention

Dieses Skript bemiiht sich die Symbole in den folgenden Algorithmen ein-
heitlich zu verwenden. Im Allgemeinen haben sie die folgende Bedeutung:

p: Anzahl der PE

n: Anzahl der Elemente einer Eingabe, Nachrichtenlange bei Analyse von
Kommunikation

N: Anzahl der Elemente pro Prozessor bei verteilter Eingabe (n = Np)

Die Algorithmen werden in an C angelehntem Pseudocode beschrieben,
erweitert um parallele Operationen:

e parallel_for(...) bezeichnet eine for-Schleife, deren Iterationen iiber
die Prozessoren verteilt werden. Offensichtlich ist dafiir notwendig dass
die Iterationen unabhingig voneinander sind.

e v@i bezeichnet fiir verteilten Speicher die Variable v auf dem Prozessor
mit Index i. Damit wird so implizit eine (nicht néher beschriebene)
Kommunikationsoperation dargestellt.

e concurrently{ ... } with { ... } wird benutzt, um explizit dar-
auf hinzuweisen, dass die (Kommunikations-)Operationen in beiden
Blocken auf einem Prozessor parallel ausgefiihrt werden kénnen.
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Grundsitzlich wird auf allen Prozessoren das gleiche Programm ausgefiihrt
(single program multiple data, nicht zu verwechseln mit single instruction
multiple data). Damit die Symmetrie gebrochen wird steht jedem Prozessor
der eigene Index als Variable ¢ zur Verfiigung. Fiir einige Algorithmen mit
p = k¢ Prozessoren wird zugunsten der Anschaulichkeit ein Index-Tupel ver-
wendet. Die Prozessoren werden dann durch Tupel mit Werten in (Z/kZ)?
bezeichnet. Zur Veranschulichung kann man sich in diesem Fall die Prozesso-
ren in einem d-dimensionalen Gitter angeordnet vorstellen. Der Index wiren
dann die Koordinaten im Gitter.

1.7 PRAM-Algorithmen

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Algorithmen sind weniger von prak-
tischer Bedeutung. Stattdessen deuten sie die Moglichkeiten und Probleme
der Parallelausfiihrung an.

1.7.1 Global AND

Problembeschreibung: Gegeben ist ein Array von Bits: A[l..n], A[i] €
{0,1}. Gesucht ist A A[i] auf einer common CRCW PRAM.

i=1

Algorithmus 1.1: Global AND

result:=1;

parallel foreach (i € {1.n}){
if (-A[{]) result:=0;

}

Erlduterungen: Fiir die folgende Analyse wird von der fiir PRAM ty-
pischen Annahme ausgegangen, dass eine beliebige Anzahl Prozessoren ver-
wendet werden kann, um ein Problem zu losen. Da die Schleifeniterationen
unabhéngig voneinander sind, lassen sich so die n Iterationen iiber n Pro-
zessoren verteilen, so dass fiir die Berechnung nur ein Schritt notig ist. Nun
bleibt noch der Schreibzugriff, bei dem allerdings hdufig mehrere Prozessoren
auf eine Speicherstelle zugreifen miissen. Um die konstante Ausfiihrungszeit
zu erhalten, ist daher eine CRCW PRAM notwendig. Da nur eine 0 geschrie-
ben werden soll und die Prozessoren sich damit stets einig sind, reicht hier
bereits eine common CRCW PRAM.
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Analyse:

T(n) € O(1) fiir p € O(n)

1.7.2 Theoretiker-Maximum

Problembeschreibung: Gegeben ist ein Array von Zahlen A[l..n] fir die
auf einer common CRCW PRAM das Maximum bestimmt werden soll. Das
Ergebnis soll in M[1..n], M[i] € {0, 1} geschrieben werden, wobei genau dann
eine 1 in M[i] steht, wenn A[i] ein maximales Element in A[l..n] ist, sonst
soll eine 0 eingetragen werden.

Algorithmus 1.2: Theoretiker-Maximum

parallel foreach ((i,j) € {1.n}?){
B, j] = Ali] > A[j];
parallel foreach ((i,j) € {1.n}){

M= A Bl

Erlduterungen: Hier wird wieder die Moglichkeit des PRAM-Modells
genutzt eine beliebige Anzahl von Prozessoren zu verwenden, um das Pro-
blem zu l6sen. In diesem Fall braucht man gerade einmal zwei Schritte, wenn
n? Prozessoren zur Verfiigung stehen. Die Prozessoren werden mit zweidi-
mensionalen Indizes bezeichnet, also mit Werten in Z/nZ?. Zu beachten ist,
dass in der zweiten Schleife wieder n? Prozessoren ausgelastet sind, da in
jeder der m Iterationen n Prozessoren fiir die Bestimmung von AND in ei-
nem Schritt (1.1) benétigt werden. Von diesem Algorithmus wird auch die
Notwendigkeit einer CRCW PRAM geerbt.

Analyse:

T(n) = 0(1) fiir p € O(n?)
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2 Lineare Algebra

2.1 Matrixmultiplikation

Problembeschreibung: Gegeben sind zwei Matrizen A = ((a;;)) € R™*",
B = ((b;;)) € R"*" iiber einem Ring R. Bestimmt werden soll C' = ((¢;5)) :=
A - B wobei ¢;; := Y a, - bj. Das Problem braucht sequentiell ©(n?) Zeit,

k=1
wobei die Schranke verbessert werden kann, falls R kommutative Multiplika-

tion bietet.

2.1.1 Einfache Parallelisierung

Algorithmus 2.1: Verteilte Matrixmultiplikation I

parallel for (i:=1; i<n; i++){
parallgl_for (j:=1; j<n; j++){
n
Ciji= 2 ik * bij;
k=1
}
}

Erlduterungen: Das ist die naheliegende Parallelisierung der Matrizen-
multiplikation. Jedes PE berechnet hier die ¢;; fiir einen Teil der ¢ und j. Sind
die ¢;; quadratisch angeordnet, so ist die Breite n/,/p und so viele Zeilen von
A bzw. Spalten von B werden fiir die Berechnung benétigt. Dass die quadra-
tische Anordnung auch die Anzahl der benétigten Zeilen/Spalten minimiert,

ist naheliegend und damit liegt auch die Untergrenze fiir die Kommunikation
bei n - (n/,/p) Nachrichten. Bei n® Prozessoren sammelt jeder eine Zeile von
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A und eine Spalte von B und bestimmt einen Eintrag fiir die Ergebnismatrix.
Hat man mehr Prozessoren, kann auch die Summe fiir die Berechnung des
c;j parallelisiert werden.

Analyse:

n?

T(n,p) € Q(Tbyte%)

2.1.2 Matritzenmultiplikation nach Cannon

Algorithmus 2.2: Verteilte Matrixmultiplikation nach Cannon

/P (i)
k = (i4+j) modn;
a = ap;
b = by
Cij 0;
for(l :— 0; I<n—1; I++){
cij = cjj+a-b;
concurrently{
send a to PE(i,(j+n—1)modn);
send b to PE((i+n—1)modn,j);
twith{
receive o from PE(i,(j+ 1) modn);
receive O from PE((i+1)modn,j);

}
a = a;
b = ¥V,

Erlduterungen: Fiir den Anfang ist es leichter sich vorzustellen p wére
n?, es giibe also so viele Prozessoren wie Eintrige in den Matrizen. Die Pro-
zessoren denkt man sich nun in einem Torus der Gréfe n x n angeordnet.
Dementsprechend soll ein Index-Tupel mit Werten in Z/nZ x Z/nZ verwen-

det werden, um Prozessoren zu adressieren.

Was in diesem Algorithmus nun erreicht werden soll, ist das k in jedem
Schritt fiir jedes PE(i,7) so zu wihlen, dass keine zwei Prozessoren gemeinsa-
me Daten fiir die Berechnung von a;;-by; brauchen. Dazu miissen Prozessoren
in der gleichen Reihe/Spalte die Summation nur bei unterschiedlichen Indi-
zes beginnen. Wenn also PE(0,0) im ersten Schritt ago - bpo bestimmt, withlt
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PE(0,1) ag - byy zuerst. Die Wahl k := (¢ + j) mod n fiir PE(4,5) erfiillt die
gewiinschte Bedingung als Wahl fiir den ersten Schritt. In den Folgenden
Schritten kann nun jeder Prozessor ein neues k' := (k + 1) mod n wihlen.
Tun das alle, so bleiben ihre relativen Unterschiede erhalten und sie grei-
fen immer noch alle auf unterschiedliche Daten zu. Die Daten, die sie dabei
brauchen, sind dann auch gerade bei ihren Nachbarn. Ein PE(é,j) braucht
dann das a von PE(i,(j + 1) mod n) und das b von PE((i + 1) mod n,j) fiir
den néchsten Schritt. Das bedeutet, dass das a zyklisch nach links weiter-
gereicht werden muss und ebenso das b zyklisch nach oben. Die Ergebnisse
der Multiplikationen werden wie gewohnt aufsummiert. Nach n Schritten hat
jeder Prozessor alle a;, - by; einmal berechnet und seine Summe ist damit das
gesuchte c;;.

Nun hat man nicht immer n? Prozessoren zur Hand und méchte deswegen
von dem hohen Bedarf wegkommen. Eine Feststellung, die hier dafiir benutzt
wird ist, dass eine Matrix auch in Teilmatrizen aufgeteilt werden kann, die
wiederrum FElemente einer “groben” Matrix sind, wie es auf Bild 2.2a an-
gedeutet wird. Die Matrixmultiplikation mit zwei solchen groben Matritzen
liefert noch immer das gleiche Ergebnis. Mit dieser Einsicht kann man auch
bei groken Matrizen so tun als hitte man n? Prozessoren zur Verfiigung,
wenn man statt n ein neues n := ,/p verwendet. Zur Vereinfachung neh-
men wir weiterhin an, dass dass ,/p eine “schéne” Zahl ist und 7 n teilt.
Dann ist nur noch zu beachten, dass aus der elementaren Multiplikation eine
Matrixmultiplikation auf n/n x n/n Matrizen wird.

Eine schone Eigenschaft des Algorithmus ist, dass nach der anfinglichen
Verteilung jeder Prozessor sich nur noch die Daten fiir den néchsten Schritt
merken muss. Das sind das Zwischenergebnis der bisherigen Summe, ein a;,
und ein by;. Damit miissen alle drei Matrizen nur einmal gleichméfig iiber die
Prozessoren aufgeteilt im Speicher bleiben. Fiir die Geschwindigkeit nicht op-
timal ist die Sequentielle Summe auf jedem Prozessor, wie man am folgenden
Algorithmus sieht.

Analyse:

T(n,p) = Teon(n/f, p) + nTseq(n/) + 2(7 — 1)(Lytart + Thyte(n/1)?)
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir Matrixmultiplikation nach Cannon
2.1.3 Matrizenmultiplikation nach Dekel Nassimi Sahni

Algorithmus 2.3: Verteilte Matrixmultiplikation nach DNS

store a; in PE(i,k,1);

store by; in PE(1,k,j5);

PE(i,k,1) broadcasts ay to PEs(i,k,j) for je{l.n};
PE(1,k,j) broadcasts by; to PEs(i,k,j) for ie{l.n};
compute cipji=a; - by; on PE(i,k,j); //lokale Berechnung

n
PEs(i,k,j) foreach (ke {l1.n})compute ¢;;:=> cix; to PE(i,1,7);
k=1

Erlduterungen: Bei diesem Algorithmus nach Dekel Nassimi Sahni [3]
wird nicht mehr Zugriff auf die ganze Zeile/Spalte bendtigt. Wie bei der
Matrixmultiplikation nach Cannon wird auch hier ausgenutzt, dass sich die
Matrix in Teilmatrizen aufspalten lasst. Bei diesem Algorithmus benutzt man
aber n := ¥/p und damit n? in einem Wiirfel angeordnete Prozessoren. Die
Matrixmultiplikation soll dann auf n x n Matrizen durchgefiihrt werden, de-
ren Eintrige Matrizen der Grofe n/n x n/n sind. Der Einfachheit halber
soll n n teilen. Es wird auch hier aus der elementaren Multiplikation eine
Matrixmultiplikation auf n/n x n/n Matrizen.
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Abbildung 2.2: Der DNS-Algorithmus

Der eigentliche Algorithmus besteht aus zwei Phasen. In der ersten Phase
werden die a;; - by; fiir alle moglichen Indizes 4, j und & auf verschiedenen
Prozessoren bereitgelegt. Das kann man sich als dreidimensionalen Wiirfel
mit den drei Indizes als Koordinaten vorstellen (vgl. Bild 2.2b). Der Pro-
zessorindex wird dafiir auch angepasst, so dass die 73 Prozessoren durch
Koordinaten in Z/nZ x Z/nZ X Z/nZ bezeichnet werden. Nun miissen auch
hier wie zuvor schon 7 Prozessoren auf das gleiche Datum zugreifen. Diesmal
wird diese implizite Broadcast-Operation durch eine explizite ersetzt, bei der
die nétigen Daten direkt im Wiirfel verteilt werden. Sind dann die Teilmatri-

zen vorberechnet, wird ¢;; := ) a, - by; durch eine Reduktion entlang der
k_

=1
k-Dimension bestimmt (vgl. Bild 2.2¢). Es sollte hier beachtet werden, dass
die k als zusédtzliche Dimension ihren Speicherbedarf haben. Durch diesen
zusétzlichen Faktor von ©(¢/p) auf Platzbedarf, ist der Algorithmus weniger
geignet fiir grofe Matrizen, aber in diesem Fall kommt es auch nicht mehr auf
Kommunikation an. Gegeniiber dem Cannon-Algorithmus kann hier Zeit ge-
spart werden, da die notigen Daten nicht nach und nach zu einem Prozessor
tropfen, sondern auf mehrere Prozessoren verteilt werden. Von diesen Pro-
zessoren wird die Summe dann parallel berechnet, was die Kommunikation
reduzieren kann.
Analyse:

Tseq(n/ﬁ) + 2Tbr0adcast ((n/ﬁ)za ﬁ) + Treduce((n/ﬁ)za ﬁ) ~
N9 =y =P n? n?
3Tbroadcast((n/n) 7”) e T(%p) S O(? + Tbytem + Tstart Ing)

Eine wichtige Erkenntnis, die man aus diesen Algorithmen zieht, ist, dass
Probleme der Linearen Algebra mit vollbesetzten Matrizen héufig schnell
gelost werden konnen, indem Matrizen in Teilmatrizen aufgeteilt werden,
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fiir die lokale Berechnungen ausreichen. Die Kommunikation beschrinkt sich
dann auf wenige Broadcast- und Reduceoperationen, wo sonst stindig auf
fremde Daten zugegriffen werden miisste.
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3 Kommunikation

Ein entscheidender Teil der Ausfithrungszeit von parallelen Algorithmen
auf distributed Memory wird fiir kollektive Kommunikation verbraucht. Ist
ein Problem nicht auf triviale Art parallelisierbar, so miissen die Prozes-
soren irgendwann Daten austauschen. Die verschiedenen Arten kollektiven
Nachrichtenaustausches sind Probleme, die so grundlegend sind, dass fiir sie
gleich zu Beginn Algorithmen und Zeitschranken besprochen werden sollen,
auf die sich spétere Algorithmen immer wieder beziehen werden. Hier nicht
besprochen werden die Sammeloperation Gather und die umgekehrte Scatter-
Operation. Gather ist verwandt mit der in diesem Kapitel beschriebenen
Reduce-Operation. Der Operator wire dann Konkatenation der Nachrich-
ten, was allerdings bedeutet, dass die Nachrichtenldnge nicht konstant bleibt.
Durch diese Anderung stellen sich andere Anforderungen an Algorithmen, die
rechtfertigen es als eine eigene Operation zu betrachten. Dementsprechend
ist Scatter die umgekehrte Operation die eine Nachricht aufteilt und die
Teile gleichmifig tiber die Prozessoren verteilt.

3.1 Reduktion

Problembeschreibung: Gegeben ist ein assoziativer, aber nicht zwangs-
laufig kommutativer Operator &, der in konstanter Zeit berechnet werden
kann. Zu berechnen ist @;<,x; == (..((xg D x1) D x2) @ ... D Tp_1).
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Algorithmus 3.1: PRAM Binomialbaum-Reduktion

active := 1;
for (0 <k < [logn]){
if(active){
if (bit k of 4){
active = 0;
telse if (i+2F<n){
Ti = T DTk
}
}
}

Erlduterungen: Die Grundidee hinter dem Algorithmus ist auf Bild
3.1a durch einen Schaltkreis veranschaulicht, der das gleiche tut. Der Schalt-
kreis fiir eine Eingabelinge n = 2F ist dann gerade ein Bindrbaum der Tiefe
k = logn. Da der PRAM-Algorithmus gleich funktioniert, ist das auch seine
Laufzeit. Die Verallgemeinerung auf beliebige n bedeutet nur einen unvoll-
stdndigen Teilbaum auf oberster Ebene, macht den gesamten Schaltkreis also
nur eine Ebene hoher.

Den Namen hat der Algorithmus der Struktur der Beziehungen zwischen
den Kommunikationspartnern zu verdanken. Auf Abbildung 3.1c¢ stellen Kan-
ten Kommunikation zwischen zwei Prozesoren im Laufe des Algorithmus dar.
Der @-Operator markiert die Kommunikation entlang der Kanten im jewei-
ligen Schritt. Diese Darstellung zeigt, dass die Kommunikationsbeziehungen
zwischen Prozessoren die Form eines Binomialbaumes haben.

Analyse:

Fiir p = n:
T(n) € O(logn)
S(n) € O(n/logn)
E(n) € O(1/logn)

Die Effizienz leidet sichtlich darunter, dass nach jedem Schritt die Hélfte
der Prozessoren arbeitslos wird und der hohe Bedarf an Prozessoren macht
ihn auch nicht praktikabler. Gegen beides kann etwas getan werden. Auch
hier gibt es eine Abbildung die die Idee verdeutlichen soll, namlich Bild 3.1b.
In diesem Fall werden die Elemente gleichmifig iiber die Prozessoren ver-
teilt, wo jeder Prozessor seinen Teil der Arbeit sequentiell erledigt. Da in
diesem sequentiellen Block alle Prozessoren voll ausgelastet sind, hat die Be-
rechnung dort Effizienz 1. Die gesamte Effizienz wird also durch den Anteil



3.1. REDUKTION 27
s
PEEREIsIeEEEELT ™
. L i A i
(a) n=p (b)n>p

oo |

)0

\ B
Al

LG T

N oo

5
(c) Kommunikationsstruktur

]

Abbildung 3.1: Binomialbaum-Reduktion
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der Bindrbaum-Reduktion an der Berechnung bestimmt. Damit ist also fiir
n > logp die Effizienz beinahe 1.

Analyse:
Fiir p Prozessoren und n > p:
7(1(7)1) € Tieq(n/p) + O(logp) |
Tieq(n 1 ogp
E(n) = . = =1-6
) = /) + Ologp)) 1+ Olog/n )

Bisher wurden nur Félle betrachtet, in denen alle Prozessoren freien Le-
sezugriff auf gemeinsamen Speicher hatten. Nun soll untersucht werden, was
sich auf einer Distributed Meomory Maschine (DMM) #ndert.

Algorithmus 3.2: DMM Binomialbaum-Reduktion

active = 1;
S = T
for (k = 0; k<[logn]; k++){
if(active){
if(bit k of 4){
sync—send s to PE i—2F;
active = 0;
lelse if(i+2%<n){
receive § from PE i+ 2F;
s = sds;
}
}
}

Erlauterungen: Hier kommt nun Kommunikation hinzu, eine gute Ge-
legenheit den Einfluss der Modelle auf die Laufzeit zu untersuchen. Hat man
vollstédndige Verkniipfung, so besteht jeder der logp Schritts aus Berechnung
und einer Kommunikationsoperation, also einem Startup und dem Senden
von einem Byte. Zuletzt soll noch das BSP-Modell betrachtet werden. Auf
den ersten Blick sieht ©((I + g)logp) nicht anders aus als bei vollsténdiger
Verkniipfung, doch steckt in [ ein logarithmischer Faktor, also ist die Laufzeit
mindestens log? p.

Analyse:

Vollstindige Verkniipfung: T'(n) € ©((Tsiare + Thyte) log p)
Lineares Array: T'(n) € ©(p)
Lineares Array mit Hardwarerouter: T'(n) € ©((Tsar + Thyte) log p)
BSP: T'(n) € O((L + g) logp) = Q(log® p)
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Abbildung 3.2: Broadcast (schwarz) und Reduktion (rot)

3.2 Broadcast

Problembeschreibung: Ein PE (0.B.d.A der erste) sendet eine Nachricht
M [1..n] der Lange n an alle anderen.

Es gibt eine enge Beziehung zwischen Broadcast und Reduktion, tat-
sichlich lassen sich sogar alle Broadcastalgorithmen durch Umkehren der
Kommunikationsrichtung als Reduktionsalgorithmen fiir kommutative Ope-
ratoren benutzen. Die meisten Algorithmen, die im Folgenden betrachtet
werden, funktionieren dann sogar mit nichtkommutativen Operatoren.

3.2.1 Binomialbaum-Broadcast

Algorithmus 3.3: Binomialbaum-Broadcast

if(i>0)receive M;
for(k := 0; (i>>k) mod2=0; k++){
if(i+28<p){
send M to PE i+ 2F;
}
}

Erlduterungen: Den Anfang macht ein Algorithmus, der tatséchlich
schon so als Reduktionsalgorithmus betrachtet wurde (3.1). Auch hier soll
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Abbildung 3.3: Broadcast mit Pipeline

die Baumstruktur herhalten um die Vorstellung zu erleichtern. Diesmal be-
ginnt die Broadcastoperation an der Wurzel und die Daten werden entlang
der Kanten bis an die Blattknoten propagiert. Bei einer Nachrichtenlénge
von 1 ist es auch nicht moglich die Daten schneller an alle Prozessoren zu
iibermitteln als es hier passiert. Nun ist es allerdings so, dass bei ldngeren
Nachrichten die meisten Prozessoren nichts zu tun haben bis die ganze Nach-
richt in einem anderen Teil des Baumes iibermittelt wurde.
Analyse:

T(nvp) = |—10gp~| (T;tart + nTbyte)

3.2.2 Lineare Pipeline

Algorithmus 3.4: Lineare Pipeline

piece(j) = M[(j—1E+1.5%];
for(j = 1; j<k+1; j++){
concurrently{
if(i=0Vj=Fk+1)noop();
else receive piece(j) from PE i—1;
twith{
if(i=p—1Vvj=0)then noop();
else send piece(j—1) to PE i+1;
}
}

Erlduterungen: Bei diesem Broadcastalgorithmus wird die Nachricht
in k Paketen weitergegeben, wobei 0.B.d.A. k|n angenommen wird. Wenn das
erste Paket angekommen ist, braucht jedes weitere nur noch einen Schritt,
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weil die nidchste Nachricht schon vor der Tiir wartet. Zwar ist die Zeit das
erste Paket auszuliefern mit p — 1 ziemlich hoch, bei (relativ zur Prozes-
sorzahl) sehr langen Nachrichten iiberwiegt aber, dass die Nachrichtenldnge
nicht mehr so stark ins Gewicht fillt. Die Zeit, die die Ubermittelung dauert
ist T'(n,p, k) = (Titart + 3 Toyte) (p+ & —2) und héngt damit zunéchst von der
Wahl von k., also der Zahl der Pakete ab. Optimal wird die asymptotische
Schranke aber bei

n(p - 2)Tbyte

k =
Tst art

Bei der Laufzeit, die sich durch diese Wahl ergibt, ist der Wurzelterm ge-
gen die beiden anderen additiven Terme eher klein. Besonders zu beachten
ist auch der Term pTi .., der sich besonders bei grofer Prozessoranzahl be-
merkbar macht.

Analyse:

T(n,p) ~ nTbyte + st’cart + \V instarthyte

3.2.3 Biniarbaum-Broadcast

Algorithmus 3.5: Pipelined Binary Tree Broadcast

piece(j) = M[(j—1)F+1.5%]:

for (j:=1; j<k; j++){
if (parent exists)receive piece(j);
if(left child [ exists)send piece(j) to [;
if(right child r exists)send piece(j) to r;

}

Erlduterungen: Die beiden vorherigen Algorithmen zeigen bei extre-
men Nachrichtenldngen ihre Stérken. Dieser versucht nun beide in einen zu
vereinen, der bei allen Nachrichtenlédngen verniinftige Ergebnisse liefert. Das
Ziel ist es, zu erreichen, dass so viele Knoten wie moglich gleichzeitig ausge-
lastet sind. Die Nachricht wird wie bei einer Pipeline in k Pakete aufgeteilt
(wieder soll 0.B.d.A. k|n gelten). Auch in einer Baumstruktur erlaubt eine
solche Aufteilung, die Nachricht bereits weiterzupropagieren, bevor sie kom-
plett iibermittelt ist. Um moglichst konsistent Daten weiterleiten zu kénnen,
wird auch die Baumstruktur angepasst. Fibonacci-Bdume eignen sich gut,
da die Pakete nicht synchron an beide Kinder gesendet werden kénnen. Der
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Abbildung 3.4: Pipelined Binary Tree Broadcast

entscheidende Vorteil der Fibonacci-Bdume ist die Invariante, dass von je-
dem Knoten aus der Hohenunterschied der Teilbdume mit den Kindern als
Wurzeln gerade eins betrégt. Der Tiefenunterschied gleicht gerade diese Ver-
zogerung von einem Schritt aus, mit der der rechte Teilbaum das erste Paket
bekommt. Anders als beim Binomialbaum-Broadcast werden die Pakete von
einer Wurzel auch nur noch an zwei Kinder weitergeleitet, ein Paket abwech-
selnd an beide. Diese Anderung hat zur Folge dass die Kommunikation nun
die Struktur eines Bindrbaumes hat.

Ein Kommunikationsschritt, bei dem jeder Prozessor einem der Kinder
eine Nachricht sendet, kostet Tiie + Tiary Zeit. Eine Schleifeniteration im
Algorithmus bei Halbduplex enthélt drei dieser Kommunikationsschritte und
zwei bei Vollduplex. Es dauert j Schritte bis das erste Paket in Schicht j
verteilt ist. Fiir die Zahl p; der Prozessoren in einem Baum mit Hohe j gilt:

3Vh+5
5(v5—1)

Damit ist die Tiefe d des Baumes ungefihr logg p. So lange dauert es also
auch, bis das erste Paket alle Prozessoren erreicht hat. Jedes weitere Paket
braucht wie zu Beginn festgestellt drei Schritte bei Halbduplex und zwei bei
Vollduplex. Fiir die Gesamtzeit gilt also

PR ®7 ~ 1.8997 wobei & = HT‘E der goldene Schnitt ist.

T(nap7 k) ~ (%Tbyte + Tsta,rt)(d + 3k — 3)

in Halbduplex bzw.
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T(n,p, k) ~ (2Togte + Tstare) (d + 2k — 2)

in Vollduplex. Dabei wird hier nur der Fall vollstindiger Fibonaccibdume
betrachtet, fiir allgemeine p kann aber auch immer der néchstgréfere Baum
gewihlt und zurechtgeschnitten werden. Die Abhingigkeit von k lisst sich
wieder durch Optimieren entfernen:

Halbduplex:
n(d — 3)Tbyte

k‘ =
Bntart

Vollduplex:
n(d — Q)Tbyte

k=
3T‘start

Analyse:

Halbduplex:

T(na p) =~ 3nTbyte + Tstart 10g<1> p + \/371 logtb sttarthyte
Vollduplex:

T(n; p) ~ 2n,-rbyte + Tsta.rt 10g<1> p + \/Zn Iqu:‘ sttarthyte

3.2.4 23-Broadcast

Algorithmus 3.6: 23-Broadcast

if(root process){
for (j:=1; j<k; j=j+2){
send piece(j+0) along edge labelled 0;
send piece(j+1) along edge labelled 1;
}
telse{
r o= k;
s = —1;
while(r >0Vs>0){
t = —1;
concurrently{
if(receive piece(j) over edge labelled b
as inner node){
[ARESI B
r o= r—1;
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}

if (receive piece(j') over edge labelled 1—b
as leaf){
r = r—1;

twith{
if (s>0){
send piece(s) along edge labelled b;
send piece(s) along edge labelled 1-—b;

Erlduterungen: Ein Problem, das bisher alle Baumalgorithmen gemein-
sam hatten, war, dass auch mit Pipelining die Knoten wenig zu tun hatten.
Selbst wenn bereits Pakete im ganzen Baum verteilt waren, konnte ein Kno-
ten nur in jedem zweiten Schritt etwas empfangen und als Blattknoten war
das zudem die einzige Tétigkeit. Allerdings ist es so, dass es in einem vollstéin-
digen Bindrbaum ungeféhr genausoviele innere Knoten gibt, wie Blattknoten.
Da hat man nun Knoten von denen nur die Hilfte in einem Schritt Pakete
empfingt und die Hélfte aller Knoten sind Blattknoten die nichts senden,
wieso sollten also die Blattknoten nicht in jedem Schritt Pakete an die Kno-
ten senden, die nichts zu empfangen haben? Konkret wird dies hier realisiert
indem man zwei Bdume aufbaut (“two t(h)ree”Algorithmus). Knoten, die in
einem Baum innere Knoten sind, iibernehmen im zweiten Baum die Rolle von
Blattknoten und umgekehrt. Der Knoten, der die Nachricht zu Beginn hat,
ist in den Bdumen nicht enthalten, sondern schickt die Pakete an die beiden
Wurzeln. Die Hélfte der k£ Pakete wird dann iiber einen Baum gesendet. Die
restlichen Pakete werden iiber den anderen Baum verschickt. Natiirlich l&dsst
sich diese Konstruktion auch fiir Prozessorzahlen verallgemeinern, die kei-
nen vollstdndigen Bindrbaum bilden kénnen. Dafiir braucht man nur Knoten
so abzuschneiden dass die Baume abwechselnd kleiner werden, so dass der
Grokenunterschied stets hochstens 1 ist.

Die Kanten in den Biumen bekommen jeweils das Label 0 oder 1. Die
Labels lassen sich so wéhlen, dass fiir jeden Knoten die Eingangskanten in
den beiden Biumen verschiedene Labels haben und auch die Ausgangskanten
in dem Baum, in dem der Knoten kein Blatt ist. So kann jeder Prozessor
abwechselnd beide 0- und beide 1-Kanten benutzen und so in jedem Schritt
eine Nachricht empfangen und eine senden. Da das fiir alle Prozessoren gilt,
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(a) Zwei Baume
[0[1]2]3]4]5][6]7][8][9011[1211314]

[1]2[3]4]5]6]7[8]90M1[12113)14
(b) Hilfsgraph zur Bestimmung der La-
bels

Abbildung 3.5: 23-Broadcast

ist so jeder Prozessor voll ausgelastet, wenn alle Prozessoren in den Badumen
Nachrichten haben und sie iiber Kanten mit gleichem Label austauschen.
Um zu zeigen, dass es eine solche Wahl fiir die Labels gibt, wollen wir einen
Hilfsgraphen konstruieren. In diesem ldsst sich diese Wahl gut bestimmen,
da sie dort einer Zwei-Farbung der Kanten entspricht. Hierfiir werden die
Knoten verdoppelt. Jeder, bis auf den Knoten, der die Nachricht verteilt
(der ja nur als Sender agiert), ist einmal als Sender und einmal als Empfénger
vorhanden. Entsprechend dieser Einteilung der Rollen, gehen die Kanten nun
immer zu dem Knoten, dessen Rolle und Nummer mit der des Knotens im
Baum iibereinstimmt (ein Beispiel findet sich in Abbildung 3.5b). Es gibt
zwei Knoten, die jeweils nur ein Kind in ihren Biumen haben statt zwei
Kinder. Dementsprechend haben diese beiden Knoten als einzige Grad 1 als
Sender. Da alle anderen Grad 2 haben, existiert ein Pfad zwischen diesen
beiden Knoten. Bei diesem Pfad ist es leicht eine Zwei-Féarbung zu finden
indem man die Kanten abwechselnd mit 0 und 1 kennzeichnet. Entfernt man
diesen Pfad, so konnen nur noch Kreise iibrigbleiben. Nun ist der Graph
bipartit, also haben sie gerade Linge und konnen damit ebenfalls in zwei
Farben gekennzeichnet werden. Diese Zweifirbung bedeutet, dass an keinem
Knoten zwei Kanten mit gleichem Label liegen. Sowohl beim Senden als auch
beim Empfangen haben die Kanten also unterschiedliche Labels, was gerade
gesucht war.
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Nachdem nun klar ist, dass der Algorithmus zumindest immer maoglich
ist, soll seine Laufzeit betrachtet werden. Es dauert 2j Schritte, bis jeder
Prozessor in Schicht 7 mindestens ein Paket erhalten hat. Es gibt insgesamt
d := [log(p+ 1)] Schichten. Wenn die erste Nachricht im Baum propagiert
ist, dauert es 2 Schritte um 2 weitere Pakete an ihr Ziel zu bringen.

T(n,p, k) = (§Tbyte + Tutare)(d + k — 1)

Wieder wollen wir die Abhéngigkeit von k& durch asymptotisch optimale Wahl
beseitigen und wihlen fiir die Analyse

n(?d — l)Tbyte

]{j =
Tstart

Analyse:

T(n,p) = nTye + 210g pTitar; + \/ 2nlog pTiiar, Thyte

3.2.4.1 Implementierungsdetails

Bei der Beschreibung wurde nur die Existenz solcher Badume und einer geeig-
neten Fiarbung gezeigt. Dabei soll es nicht bleiben, denn fiir eine Implemen-
tierung miissen diese Biume auch schnell bestimmt werden koénnen. Ebenso
muss ein Knoten schnell herausfinden kénnen, welche Labels die ein- und
ausgehenden Kanten haben.

Von Jochen Speck stammt ein Algorithmus, der es erlaubt fiir einen Kno-
ten das Label der eingehenden Kante im oberen Baum zu bestimmen. Hat
man diese Information fiir den Knoten selbst und einen Kindknoten, so ist
der Rest leicht zu bestimmen.

Algorithmus 3.7: 23 Incoming Edge Color

inEdgeColor (p, i, h){
if (¢ is root of Ty) return 1;
while ((i bitand 2") = 0) h-++;
if (2" bitand i =1)Vi+2" > p)i = i—2";
else ¢ = i+2";
return inEdgeColor (p, ¢, h) xor (p/2mod?2) xor (i >i);
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Dieser Algorithmus bestimmt fiir gegebene Prozessorzahl p das Label der
eingehenden Kante von Prozessor ¢ im oberen Baum. Grob nutzt er die Struk-
tur der Farbung aus und steigt rekrusiv im Baum auf um iiber die eingehende
Kante der Elternknoten die eigene Féarbung zu bestimmen.

Bisher wurde stets das Duplex-Modell angenommen, was daran liegt, dass
es nicht klar ist, ob es iiberhaupt sinnvoll mdéglich ist, den Algorithmus di-
rekt zu portieren. Alle Kanten miissten dafiir in vier statt zwei Farben ge-
farbt werden. Ob es hier iiberhaupt stets moglich ist, ist noch offen. Eine
Implementierung mit der doppelten Anzahl der Prozessoren, die dann in vier
Schritten zwei Schritte des Duplexmodells simulieren, ist aber moglich.

3.2.4.2 Fibonaccibidume

Der zuvor beschriebene Bindrbaum-Algorithmus hat — anders als der 23-Algo-
rithmus nicht vollstédndige Bindrbdume als Anordnung benutzt, sondern Fi-
bonaccibdume. Von der Struktur wiirden auch die Bdume im 23-Algorithmus
profitieren. Da vollstédndige Fibonaccibdume aber ein anderes Verhiltnis von
inneren Knoten zu Blédttern haben, miissen sie zunéchst geeignet angepasst
werden, bevor sie fiir den 23-Algorithmus benutzt werden kénnen. Aufge-
baut werden diese abgeschnittenen Fibonaccibdume in mehreren Schritten.
Zunéchst soll geklért werden, wie der Baum aussieht. Im Folgenden soll der
grofere Teilbaum immer der linke sein. Um die nédchsten Schritte zu verdeut-
lichen, soll auch der Begriff einer Ebene eingefiihrt werden. Die Wurzel soll in
Ebene 1 liegen, von jedem Knoten in Ebene ¢ aus hat der linke Kindknoten
Ebene 7+ 1 und der rechte Kindknoten Ebene i + 2. Bei einem vollstdndigen
Baum wiren dann also alle Blidtter durch diesen Unterschied zwischen den
Teilbaumwurzeln in der gleichen Ebene. Desweiteren folgt aus der Struktur
des Fibonaccibaumes, dass in Ebene i genau F; Knoten sind, wobei F; die
i-te Fibonaccizahl ist.

Im ersten Schritt soll dann eine Nummerierung und eine Farbung gene-
riert werden. Die Farbung hat dabei im Wesentlichen den Sinn zu unterschei-
den, ob ein Knoten iiber den oberen Baum Pakete in einem geraden, oder
in einem ungeraden Takt bekommt. Es gibt Knoten, die in geraden Tak-
ten Pakete iiber den oberen Baum erhalten und in ungeraden Takten iiber
den unteren Baum, sowie Knoten, bei denen es gerade umgekehrt ist. Die-
se Aufteilung wird durch die Farbung représentiert. Die verschiedenfarbigen
Knoten werden hier separat nummeriert, weil aus naheliegenden Griinden
kein Knoten in beiden Bidumen verschiedene Farben haben kann. Gefirbt
werden die Knoten jeder ungeraden Ebene weifs und die jeder geraden Ebe-
ne schwarz. Die Nummerierung erfolgt zeilenweise, die Knoten in Ebene 14

3.2. BROADCAST 38

Sl

1.Ebene: 0 bis 0 /C(D\

2.Ebene: 1 bis 1 @/ \ \@
N 92 @ \@

M
«
T
'

3.Ebene: 1 bis 2

4.Ebene: 2 bis 4

wh
@
fin,]
'

\ @O\ @)
oiielio o

5.Ebene:3 bis 7

<
@
on
'

T
g g |glg oo
wv
|
1

6.Ebene: 5 bis 12

iy |

(a) Grundbaum

(b) Dualer Baum (c) Fertige Baume

Abbildung 3.6: Abgeschnittene 23-Fibonacci-Bdume

werden mit den Zahlen F;_; bis F;;; — 1 durchnummeriert. Das sind genau
F,=F,+F,_1—F,_y = F;,1 — F,_1 Zahlen. Die Zuordnung erfolgt zunéchst
nach der Ebene des Elternknotens und bei gleicher Ebene nach der Nummer,
die der Elternknoten trigt. Es bekommt also ein Knoten, dessen Elternk-
noten die kleinere Ebenennummer hat, als der eines anderen, eine kleinere
Nummer zugewiesen. Ebenso wird bei Elternknoten in der gleichen Ebene der
Knoten die kleinere Nummer erhalten, dessen Elternknoten bereits die klei-
nere Nummer hat. Ein Beispiel fiir einen auf diese Weise aufgebauten Baum
ist in Abbildung 3.6a zu sehen. Invariant ist, dass die Kinder von jedem Kno-
ten gleiche Nummer, aber verschiedene Farbe haben. Auch zu beachten ist,
dass in jeder Farbe alle Zahlen, bis zu der gréfsten im Baum vorhandenen,
auch vorkommen. Die Indizes lassen sich auch in Abhéngigkeit von der Ebe-
ne und davon, ob der jeweilige Knoten ein linkes oder ein rechtes Kind ist,
bestimmen.

Im zweiten Schritt soll der Baum nun so gekiirzt werden, dass es genau-
soviele Blitter gibt, wie innere Knoten. Dazu werden eine Zahl b und eine
Zahl w berechnet. Es bleiben im fertigen Baum nur Knoten erhalten, deren
Index kleiner oder gleich b ist, wenn die Knoten schwarz sind und kleiner als
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w, wenn sie weifs sind. Die Formel fiir b und w in Abhéngigkeit der Gesamt-
knotenzahl p soll nur angegeben, aber nicht bewiesen werden:

p—2Fy —1 falls Fy, 1o+ Fy < p < Foipg + 28y
boe |30+ Foicy — 1)| falls Fy o+ 2Fy; < p < Foys + Foipy
’ 2F5 1 — 1 falls F2i+3 + i <p< F2i+3 +2F54

L%(p — Fy — 1>J

falls Fo, 43+ 2F511 < p < Foipa + Foipo

2k +1 falls Fy, 4o + Fo < p < Fyipo + 2Fy;
w e L%(P — Fy 1+ Q)J falls F5, 4o +2Fy < p < Fy g+ Foipq
' p—2F5 +1 falls [543+ Foip1 <p < Fo 3+ 2F

L%(p + Fy + 2)J

falls Fo, 43 + 2Fo11 < p < Faipq + Foio

Wichtig dabei ist, dass durch die zuvor bestimmte Wahl der Farben und
Nummern fiir die Knoten immer eine passende Anzahl von Blattern und inne-
ren Knoten iibrighleibt. Ebenfalls sichergestellt wird, dass fiir keinen Knoten,
der noch im Baum bleibt, der Elternknoten entfernt wird (was ja wegen der
unterschiedlichen Farben zu befiirchten wére). Dabei beginnt die Nummerie-
rung fiir weift bei 0 und die fiir schwarz bei 1, daher sind dann b schwarze und
w weifse Knoten iibrig. Ein Beispiel ist in Abbildung 3.6a zu sehen, wo die
Knoten durch eine gestrichelte Line markiert sind, die abgeschnitten werden
wiirden. In diesem Beispiel ist p = 15 also b = 8 und w = 7. Es werden
dort somit alle schwarzen Knoten mit Nummer grofer als 8 und die weifsen
mit Nummer grofer oder gleich 7 abgeschnitten. Es bleibt ein Baum mit 15
Knoten iibrig. Der schwarze Knoten mit Nummer 8 bleibt als achter Knoten
im Baum, der weie Knoten mit der Nummer 7 wird entfernt, weil er wegen
der 0 der achte weifse Knoten ist.

Diese Konstruktion ist so gew#hlt, dass sich im dritten Schritt der duale
Baum leicht berechnen ldsst. Die Abbildung, die als f(z) := w — 1 — « fiir
weifie Knoten und f(z) := b+ 1 — z fiir schwarze Knoten definiert ist, liefert
eine Permutation der Nummern im Baum. Anwendung dieser Abbildung auf
alle Knoten des beschriebenen Baumes liefert einen Baum, in dem Blétter
und innere Knoten vertauscht sind. Das liegt daran, dass der zuvor definierte
Baum die Knoten mit den groften Nummern fiir jede Farbe in den Blédttern
hat. Nun da die Bidume aufgebaut sind, muss nur noch die fertige Numme-
rierung erfolgen, die nur noch daraus besteht, dass auf die Nummern aller
weiflen Knoten die Anzahl b der schwarzen Knoten addiert wird. Ein nach
diesem Prinzip aufgebauter Baum ist in Abbildung 3.6¢ dargestellt. Bei der
tatsdchlichen Umsetzung wird der Prozessor, der zu Beginn die Daten hat,
herausgenommen und die Bdume werden nur mit den anderen Prozessoren
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aufgebaut. Die Pakete werden dann abwechselnd an die Wurzeln der beiden
Baume gesendet.

3.2.4.3 23-Reduktion

Wie jeder Broadcastalgorithmus ldsst sich der 23-Broadcast auch fiir Re-
duktion verwenden. Will man jedoch vom Pipelining profitieren, so muss
die bei der Reduktion vewendete Operation auf einzelnen Paketen definiert
sein. Das ist beispielsweise der Fall, wenn in jedem Paket Elemente eines
d-dimensionalen Vektors iibertragen werden wobei k|d gelten sollte. Dann
konnen tatsdchlich beide Teilbdume parallel eine leicht abgednderte Form
der Binomialbaum-Reduktion durchfithren. Abgedndert insofern als dass je-
der Prozessor nun das eigene Element mit denen der zwei Kinder verkniipft
und dann nach oben weiterreicht. Um die Kommutativitét zu erhalten miis-
sen die Bdume dann auch so gewdhlt werden, dass die Prozessor-Indizes ge-
rade einer In-Order-Nummerierung in beiden Baumen entsprechen (das ist
beispielsweise in Abbildung 3.5a der Fall).

3.2.5 ESBT-Broadcast

100 101 000
LOROR
\ / N\ /
010 OHAK\ 011 101 110 011 101 110
- AL A
/ / /
111 010 100 111 100 001 111 001 010
110 111
step:
1

Omod3 Tmod3 2mod3 110 101 011

Abbildung 3.7: ESBT-Broadcast

Der hier nur in Grundziigen beschriebene Algorithmus ist wie der vorhe-
rige — optimal, verlangt aber Hypercube als Netzwerk. Statt Vollduplex funk-
tioniert er auch im Telefonmodell, Halbduplex bringt aber weiterhin einen
Faktor 2 ein.

Er funktioniert, indem d Binomialbdume in den d-dimensionalen Hyper-
wiirfel (minus dem 0-Knoten) eingebettet werden. In jedem Schritt wird dazu
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ein Paket von jedem Knoten aus in eine andere der d verschiedenen Dimen-
sionen verschickt, wenn es dort noch nicht angelangt ist. Sieht man die Hin-
und Riickrichtung zwischen zwei Knoten als verschiedene Kanten an, so zeigt
sich, dass so Binomialbdume entstehen, deren Wurzeln die d Nachbarknoten
des 0-Knotens des Hyperwiirfels sind. Sie haben in diesem Fall auch keine ge-
meinsamen Kanten, weswegen sie als Edge-disjoint Spanning Binomial Trees
bezeichnet werden. Als Beispiel ist in Abbildung 3.7 der ESBT-Graph fiir Di-
mension 3 dargestellt. Da die Nachrichten in jedem Schritt nur iiber Kanten
in eine Richtung gesendet werden, gibt es hochstens eine eingehende und eine
ausgehende Nachricht, wenn zwei in dieser Richtung benachbarte Prozesso-
ren ihre unterschiedlichen Nachrichten austauschen. Insgesamt kénnen also
Pakete die Bdume unabhéngig voneinander ungehindert traversieren.

Wenn man also k Pakete hat (wie immer soll k|n gelten), so wird in
jedem Schritt ein Paket an eine der Wurzeln nach dem Round-Robin-Prinzip
geschickt. Wenn eine Wurzel eines der Pakete hat, so braucht der Baum d
Schritte bis das Paket alle Blitter erreicht hat. Da das auch fiir den Baum
gilt, der nach k Schritten als letzter ein Paket erhélt und die Biume einander
nicht in die Quere kommen, ist nach k + d Schritten die Nachricht im Wiirfel
verteilt. Die Zeit ist also

T(n,p, k) = (k + d) (Tstart + %Tbyte)

Wie fiir alle paketbasierten Algorithmen ldsst sich auch hier k so wihlen,
dass es fiir die Analyse optimal ist:

b — / ndTbyte
Tst art

T(n,p) = nTbyte + detart + V ndetarthyte

Da schon einige Algorithmen fiir Broadcast eingefiihrt wurden, lohnt sich
an dieser Stelle ein Uberblick, um herauszufinden, wann welcher Algorithmus
sinnvoll ist und weshalb man selbst einen eigenen Algorithmus implementie-
ren sollte. Beim letzten Punkt sollte man sich bewusst sein, dass viele Biblio-
theken kein Pipelining in ihren Implementierungen kollektiver Operationen
nutzen. Spielen kollektive Operationen eine wichtige Rolle fiir die Laufzeit
des Algortihmus, lohnt sich eine eigene Implementierung oft.

Analyse:

In der Realitdt sind Parameter, beispielsweise die Anzahl der Pakete k&
auch nicht so leicht zu wéhlen, wie es bei der Abschédtzung noch getan wird.
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Abbildung 3.8: Ubersicht iiber die Broadcastalgorithmen

Ganz abgesehen von der Rundung, wurde zuvor k in Abhéngigkeit von Ty
gewahlt, doch dieses muss fiir eine Maschine nicht konstant sein. Oft wird so-
gar abhingig von der Nachrichtenléinge zwischen Protokollen umgeschaltet,
weshalb lineare Abhéngigkeit eine Vereinfachung ist. Eine weitere Vereinfa-
chende Annahme, die zuvor getroffen wurde war, dass Senden und Empfan-
gen beide Partner gleich viel Zeit kostet. Wenn Empfangen linger dauert
kann in einem Fibonaccibaum der Verzweigungsgrad erhéht werden. Damit
soll sichergestellt werden, dass alle Pakete noch immer ungefihr gleichzeitig
die Blétter erreichen.

Nun bleibt noch die Frage welcher Algorithmus sich in welcher Situation
lohnt. Wie bereits bei der Beschreibung der beiden Algorithmen erwihnt,
ist fiir kurze Nachrichtenldngen der Binomialbaum besonders schnell; ebenso
lineare Pipeline fiir wenige Prozessoren aber sehr lange Nachrichten. In die-
sen Extremfillen profitieren die Algorithmen davon, dass sie relativ geringen
Overhead haben und vergleichsweise einfach zu implementieren sind. Kennt
man die Anforderungen im Voraus nicht, beispielsweise weil der Algorithmus
fiir eine Bibliothek bestimmt ist, so bietet sich der 23-Broadcast an, da er
in allen Féllen solide Ergebnisse liefert. Der Bindrbaum-Broadcast ist bei
langen Nachrichten schwicher als 23-Broadcast, bei sehr kurzen ist Binomi-
albaum schneller. Zwar ist das Intervall in dem der Bindrbaum-Algorithmen
gegeniiber beiden im Vorteil ist eher klein, doch nimmt der Zeitaufwand fiir
den Binomialbaum-Algorithmus mit der Nachrichtenlénge sehr schnell zu, so
dass sich im Zwifelsfall der Bindrbaum-Broadcast eher lohnt. Eine Ubersicht
iiber alle betrachteten Algorithmen findet sich in Abbildung 3.8.
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Abbildung 3.9: Préfixsumme

P Py \\ exklusiv
A\ A\ //

3.3 Prafixsumme

gk

Problembeschreibung: Gesucht ist fiir jeden Prozessor i die Prifixsumme
@i := Py<,mQi, das heifit jeder Prozessor erhélt die Summe iiber die Ele-
mente m der Prozessoren mit kleinerem Index. Die aufsummierten Elemente
m konnen auch Vektoren von n Bytes Linge sein. Es ist von exklusiver Pré-
fixsumme die Rede wenn das eigene Element nicht beriicksichtigt wird, die
Préfixsumme heift inklusiv, wenn auch das eigene Element in die Summe mit
aufgenommen wird. Der Unterschied ist fiir Algorithmen jedoch unerheblich.

Wie bereits bei Broadcastalgorithmen bietet sich fiir grofe n und kleine p
wieder eine Pipeline (3.4) an. Die Prozessoren initiieren dann einen Ergeb-
nisvektor mit ihren Daten und addieren die ankommenden Pakete bevor sie
den entsprechenden Abschnitt weiterleiten. Algorithmen fiir Prafixsummen -
wie auch Reduktionsalgorithmen - profitieren sogar stérker von Pipelining als
Broadcastalgorithmen. Wie bei Broadcast erhdlt man aber einen pTi, - Term
in der Laufzeit.

ol IEIRHEE

111

11

3.3.0.1 Hyperwiirfel

Abbildung 3.10: Hypercube-Prifixsumme
Algorithmus 3.8: Hypercube Prefix Sum

T = m;
o= m;
for (k:=0; k<d—1; k++){
y = oQ(i®2¥);

Erlduterungen: Der Algorithmus lédsst sich motivieren indem man sich
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eine rekursive Bestimmung der Préfixsumme in Hyperwiirfeln wie folgt iiber-
legt. Ein Hyperwiirfel der Dimension d kann in zwei Hyperwiirfel der Dimen-
sion d —1 zerlegt werden, wobei ein Teilgraph dann aus allen Knoten besteht
deren Index mit 0 beginnt und der andere aus allen mit einer 1 am An-
fang. Diese beiden sollen hier 0-Teilwiirfel bzw. 1-Teilwiirfel heifen. Ist die
Préfixsumme in beiden Teilwiirfeln als unabhiingigen Teilgraphen fiir alle
Knoten bekannt, so fehlt dem 1-Wiirfel noch die Summe iiber alle Elemente
im O-Teilwiirfel. Da alle Knoten im 0-Wiirfel im vollstindigen Hyperwiirfel
kleineren Rang haben als jeder Knoten im 1-Wiirfel, reicht es die Gesamt-
summe im 0-Wiirfel zu kennen und es wird nicht einmal Kommutativitét
von @ verlangt. Es reicht also, wenn im 0-Wiirfel fiir alle Knoten die ei-
gene Prifixsumme und die Gesamtsumme im Teilwiirfel bekannt ist, damit
alle Knoten im 1-Wiirfel jeweils vom Knoten mit entsprechendem Index die
Gesamtsumme beziehen konnen. Kennen die Knoten im 1-Wiirfel auch die
Gesamtsumme in ihrem Teilwiirfel konnen sie auch die Teilsummen mit den
0-Knoten austauschen und so kennen alle Knoten die Gesamtsumme im Wiir-
fel. Daraus wird klar, dass der Algorithmus sich rekursiv ausfiihren lasst bis
die Teilwiirfel jeweils aus zwei Knoten bestehen, fiir die sich die Préfixsum-
men und die Teilwiirfelsummen leicht bestimmen lassen.

Der oben aufgelistete Algorithmus funktioniert nach genau diesem Prin-
zip, indem er bei eindimensionalen Wiirfeln beginnt und induktiv die Summe
fiir den d-dimensionalen Wiirfel nach dem beschriebenen Verfahren konstru-
iert. Ein Beispiel findet sich in Abbildung 3.10 Bei der Laufzeit fillt positiv
die Verbesserung von p auf logp als Faktor fiir Ty auf. Auf der anderen
Seite steht ein Faktor von n logp auf Tyie. Dieser Term sich auch nicht durch
Pipelining driicken, da alle Prozessoren stets beschéftigt sind.

Analyse:

T(n,p) = (ntart + nTbyte) logp

3.3.0.2 Pipeline-Bindrbaum-Prifixsumme

Algorithmus 3.9: Pipelined Binary Tree Prefix Sum

k = 0;

for(k := 0 to n—1){
receive my from left child;
T = mp DTk

receive my from right child;
send mp ®xp to parent;
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}
for(k := 0; k<n-—1; k++){
myg = 0;
if (parent exists){
receive my from parent;
}

send my to left child;
send mp @z, to right child;

Erlduterungen: Der Algorithmus setzt zunéchst voraus, dass die Pro-
zessoren in einem Fibonacci-Baum angeordnet sind und zusitzlich infix-
Nummerierung vorliegt. Das bedeutet insbesondere, dass von jedem Knoten
aus im linken Teilbaum nur Prozessoren mit kleinerem Index sind und im
rechten nur Prozessoren mit groferem Index. Fiir die Préfixsumme bedeutet
das zunichst dass ein Prozessor alle Elemente aus dem linken Teilbaum bend-
tigt. Dazu muss jeder Knoten die Summe beider Teilbdume mit dem eigenen
Element nach oben weiterreichen. Selbst behalten muss er nur die Summe
von linkem Teilbaum und dem eigenen Element. Diese Berechnung entspricht
der ersten Phase der Algorithmus, der “Aufwértsphase” (siehe auch Abbil-
dung 3.11a). Jedem rechten Teilbaum fehlt zu diesem Zeitpunkt das Wissen
iiber die Elemente im linken Teilbaum. Da der Index aller Prozessoren dort
kleiner ist, reicht bereits die Summe, die in der Wurzel beider Teilbdume
als Ergebnis der Aufwirtsphase gespeichert ist. Diese Phase, in der jeder
Prozessor in beiden Teibdumen die noch fehlende Teilsumme weiterpropa-
gert, die er vom Elternknoten erhélt und fiir seinen rechten Teilknoten noch
die gespeicherte Summe im linken Teilbaum aufaddiert, wird hier nach der
Richtung des Informationsflusses als “Abwértsphase” bezeichnet (siehe auch
Abbildung 3.11b).

Teilweise lassen sich die Phasen auch tiberlappen. In der Aufwértsphase
werden zwei Pakete von den Kindern empfangen und eines gesendet, was
zwei Schritte im Duplex-Modell kostet. In der Abwirtsphase wird ein Pa-
ket empfangen und dann werden zwei an die beiden Kinder gesendet, auch
wieder in zwei Schritten. Die beiden Phasen hintereinander dauern damit
vier Schritte. Sind die bendtigten Pakete an den Nachbarknoten vorhanden,
reichen fiir die zwei Phasen drei Kommunikationsschritte und es wird sogar
nur das Telefonmodell verlangt. In einem Schritt kann ein Paket nach oben
gesendet werden und ein Paket aus einem friiheren Teil der Abwirtsphase
empfangen. Das empfangene Paket kann in den folgenden Schritten an die
beiden Kinder gesendet und parallel werden die Pakete aus der aktuellen
Aufwértsphase empfangen.
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Abbildung 3.11: Pipeline-Bindrbaum-Préfixsumme

Die von anderen Baumalgorithmen bekannte geringe Auslastung der Blit-
ter bleibt bei der Uberlappung allerdings erhalten. Bei genauem Hinsehen
stellt man schnell fest, dass die Aufwértsphase einer modifizierten Reduk-
tionsoperation entspricht und ebenso die Abwértsphase einem modifizier-
ten Broadcast. Bei beiden kann wie bereits festgestellt durch den 23-Broad-
castalgorithmus eine Verbesserung der Effizienz erreicht werden. So kann
auch dieser Algorithmus leicht angepasst in den beiden Badumen parallel auf
Teildaten ausgefithrt werden. Auch hier soll der Aufbau der Béume Infix-
Nummerierung sicherstellen, da sie im zuvor beschriebenen Algorithmus eine
wichtige Rolle spielt.

Analyse:

T(n,p) R reduce T Tbroadcast ~ 2Tbroadcast -
2nTbyte + 4log pTipars + \/871 log pTstart Tbyte

3.4 MCSTL: Prafixsumme

Ein Algorithmus fiir Shared Memory ist in der MCSTL als partial_sum vor-
handen. Die n Elemente werden fiir die Prifixsummenberechnung zunéchst
in p + 1 Blocke aufgeteilt. Auf den ersten p Blécken berechnet jeweils ein
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To PEO PE1 PE 2 n

0 PEO PE1 PE2 n

Abbildung 3.12: Beispiel fiir MCSTL-Algorithmus: partial_sum mit 3 Pro-

zessoren

Prozessor die lokale Préfixsumme. Im folgenden Schritt berechnet der erste
Prozessor sequentiell die Priafixsumme iiber die letzten Elemente dieser Bl6-
cke. So ist fiir jeden Block auch die Summe iiber die vorhergehenden Blécke
bekannt. Es wird sequentiell gerechnet, da fiir wenige Prozessoren der Syn-
chronisationsaufwand fiir eine baumférmige Berechnung nicht gerechtfertigt
ist. Das Haupteinstzgebiet von MCSTL sind aber Rechner mit relativ we-
nigen Prozessoren. Bei einer baumférmigen Prifixsumme iiber die Blocke,
wiirde man zusétzlich zu der Synchronisation am Anfang und am Ende noch
log p weitere im Laufe der Berechnung brauchen.

Nach dem zweiten Schritt ist fiir jeden Block der Offset bekannt und es
konnen fiir die letzten p Blocke die Ergebniswerte aus den lokalen Werten
und dem Offset berechnet werden. Eine Aufteilung in p + 1 Blécke spart
iiberfliilssge Berechnungen. Im ersten Schritt wird die Summe zunichst fiir
die Offsetberechnung bendétigt. Da der letzte Prozessor keinen Nachfolger hat,
ist es nicht n6tig auch fiir ihn in diesem Schritt Berechnungen durchzufiihren.
Umgekehrt addieren die Prozessoren im dritten Schritt den Blockoffset auf
die einzelnen Werte. Das ist fiir den ersten Block nicht nétig, da die finalen
Ergebnisse bereits im ersten Schritt bestimmt wurden.

Insgesamt sind fiir die drei Schritte auch genauso viele Synchronisations-
operationen nach den Schritten nétig. In den Schritten miissen zwei sequen-
tielle Summen iiber n/(p 4+ 1) und eine iiber p Elemente berechnet werden.
Insgesamt ergibt sich also eine Laufzeit, die in O(n/p + p) liegt.
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Analyse:

ﬂmm€0€+m

3.5 Gossip/All Reduce

Problembeschreibung: Der Prozessor i hat zu beginn nur eine Nachricht
m,; der Lange n. Nach der Gossip-Operation soll jeder Prozessor alle Nach-
richten x :=myg - ...-m,_; besitzen.

Algorithmus 3.10: Hypercube-Gossip

T = My

for(j := 0; j<d; j++){
¥ = xQ(i @)
x = x-a;

}

Erlduterungen: Die Idee hinter dem Algorithmus ist an dieser Stelle
bereits aus dem Hypercube-Prifixsummenalgorithmus (3.8) bekannt. Es tau-
schen zunéchst benachbarte Prozessoren in den eindimensionalen Teilwiirfeln
(benachbart beziiglich Abstand 1 in der niedrigstwertigsten Dimension) ihre
Nachrichten aus, so dass die Nachrichtenpaare in diesen Wiirfeln beiden Pro-
zessoren als x bekannt sind. Paare von eindimensionalen Wiirfeln tauschen
dann Nachrichten aus, so dass die vier beteiligten Prozessoren die Nachricht
in ihrem Teilwiirfel kennen. Analog wird das Verfahren fortgesetzt, bis alle
Nachrichten im ganzen d-dimensionalen Wiirfel bekannt sind. Zu beachten
ist hier, dass die Nachrichten konkateniert werden, sich also die Lénge der
Nachrichten, die zu iibertragen sind, in jedem Schritt verdoppelt.

Analyse:

d-1 4
T(n,p) = > (Tsars + 1 - 2 Thyse) = log pTsare + (p — 1)nThyte
j=0

All-Reduce unterscheidet sich von Gossip nur darin, dass die Nachrich-
ten nicht konkateniert werden sollen, sondern wie bei Reduce ein Operator auf
zwei Nachrichten angewandt wird. Es ist damit eine Reduce-Operation deren

3.6. ALL-TO-ALL 50

Ergebnis jedem Prozessor zur Verfiigung steht. Umsetzen ldsst sich diese Ope-
ration durch eine Reduktion mit anschliefendem Broadcast des Ergebnisses.
In einem Hyperwiirfel 14sst sich der fiir Gossip beschriebene Algorithmus an-
passen und profitiert von der konstanten Nachrichtenldnge. Das halbiert die
Anzahl der Kommunikationsschritte gegeniiber Reduce und Broadcast. Der
Nachteil ist dann, dass die Prozessoren auch die Zwischenergebnisse mehrfach
berechnen. Das fiithrt zu mehr Nachrichten im Netzwerk, da die Daten auch
mehreren Prozessoren vorliegen miissen. Stauanfillige Netzwerke konnen al-
so durch eine ITmplementierung mit Reduce/Broadcast entlastet werden, da
beim Hypercube-All-Reduce Leitungen viel hdufiger benutzt werden.

3.6 All-to-All

Problembeschreibung: Jeder Prozessor hat p — 1 Nachrichten, eine fiir je-
den Anderen Prozessor. Als m [j] wird dabei die lokale Nachricht bezeichnet,
die fiir den Prozessor mit Index j bestimmt ist.

3.6.1 All-to-All im Hyperwiirfel

Algorithmus 3.11: Hypercube All-to-All

for(j := d—2; j>0; j—)N
receive from PE i@ 2/
where target in my j—dim subcube;
send messages to PE i@ 2/
where target in its j—dim subcube;

Erlduterungen: Dass dieser Algorithmus aus [4] funktioniert, ist offen-
sichtlich, da in jedem Schritt Nachrichten eine Dimension nédher zu ihrem
Ziel kommen, wenn sie nicht bereits angekommen sind. Daraus folgt auch
dass hdchstens d also log p Schritte bendtigt werden. Bleibt dann nur noch
die Frage, wie viele Nachrichten in jedem Schritt iibermittelt werden miissen.
In jedem Schritt des Algorithmus werden gerade p/2 Nachrichten verschickt.
Fiir den ersten Schritt folgt das direkt aus der Tatsache, dass fiir jeden Pro-
zessor die Hélfte der Ziele von Nachrichten nicht im eigenen Teilwiirfel liegt.
Im in jedem folgenden Schritt hat ein Prozessor nur noch Daten fiir einen
Wiirfel zu verschicken, der halb so grof ist wie der vorherige, also auch nur
noch halb so viele Nachrichten bekommen soll. Dafiir aber hat ihm im vor-
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herigen Schritt ein Prozessor genausoviele Nachrichten fiir diesen Teilwiirfel
geschickt, wie er bereits selbst hielt. Fiir den Algorithmus sprechen die lo-
garithmisch vielen Startups. Weniger gut ist ein Faktor von log p/2 auf die
Untergrenze von (p — 1)n Bytes die gesendet werden miissen. Bei vollstén-
diger Verkniipfung und grofsem n sollten deswegen die Nachrichten lieber
einzeln verschickt werden, um den log p-Faktor zu sparen, auch wenn dann
jede Nachricht einen zusétzlichen Startup bedeutet.

Analyse:

p
T(n>p) ~ logp(Tstart + §nTbyte)

3.6.2 1-Faktor-Algorithmus

Algorithmus 3.12: 1-Factor

for(j := 05 j<p—1; j++l{
idle :— £j mod (p—1);
if (((=p—1)AQ2lp)){
exchange data with PE idle;
telse{
if (i = idle) {
if (2[p){
exchange data with PE (p—1);
}

telse{
if (20p){
exchange data with PE ((j —¢) mod (p—1));
telse{
exchange data with PE ((j —i) mod p);
}

}
}
}

Erlduterungen: Man stelle sich fiir diesen Algorithmus die Prozesso-
ren als Z/pZ vor, also im Kreis angeordnet. Zunéchst soll der Partner durch
eine Spiegelungsabbildung bestimmt werden, es wird also Prozessor 0 sich
selbst als Partner zugeordnet, Prozessor 1 kommuniziert mit p — 1, 2 mit
p — 2, usw. Damit auch jede Paarung einmal vorkommt, wird in Schritt j
nicht nur die Spiegelung alleine durchgefiihrt, sondern zusétzlich j Rotatio-

3.6. ALL-TO-ALL

000

N ER

o

—

o

00 101 100
010 011 010
’:‘ 0 F‘\111 E\110
000 001 000
E_‘ 00 E\101 r\‘IOO
010 011 010
’_;—‘ 0 E\111 |]j\110

—

Abbildung 3.13: All-To-All im Hyperwiirfel




3.6. ALL-TO-ALL 53

1] 5
mmm

Abbildung 3.14: 1-Faktor-Algorithmus

nen um den Partner zu bestimmen. Das bedeutet dass fiir einen Prozessor
mit dem durch die Spiegelung bestimmten Partner begonnen wird und in den
folgenden Schritten auch alle anderen der Reihe nach abgearbeitet werden.
Dass die Partnerschaft beidseitig ist, wird dadurch garantiert dass in der
Diedergruppe eine Spiegelung mit j-Facher anschliefender Drehung zu sich
selbst invers ist. Nicht ganz elegant ist hier noch, dass bei gerader Prozessor-
zahl in jedem zweiten Schritt jeweils zwei Prozessoren sich selbst zugeordnet
werden wiirden. Statt diesen Fall abzufangen, indem die beiden Prozesso-
ren dann einander als Partner zugeordnet werden, wird der letzte Prozessor
ausgeschlossen. Auf den {ibrigen Prozessoren wird das Verfahren fiir eine un-
gerade Anzahl von Prozessoren angewandt. Da nun in jedem Schritt genau
ein Prozessor sich selbst als Partner zugewiesen bekommt, kann er mit dem
ausgeschlossenen Prozessor Daten austauschen.

Gegeniiber dem Hypercube-Algorithmus erhoht sich die Anzahl der Star-
tups, da die Nachrichten einzeln verschickt werden. Ist aber das n grof, also
insbesondere die Zeit fiir den Kommunikationsaufbau vernachlissigbar ge-
gen die Zeit fiir das Versenden, profitiert der Algorithmus davon, dass er die
Nachrichten direkt an den Zielprozessor sendet. Dann ist er auch optimal, weil
mehr direkte Kommunikation nicht moglich ist und indirekte Kommunikati-
on zwar Startups spart, aber fiir jedes Tiiay zusétzliche nliy Zeitaufwand
bedeutet.

Analyse:

T(n,p) = p(Tstart + nTbyte)

3.6.3 Hierarchial Factor-Algorithm

Der folgende Abschnitt beschéftigt sich mit einer modifizierten Form des Pro-
blems. Motiviert wird das Problem durch Computercluster, die aus mehreren
vernetzten Rechnern (Knoten/Nodes) bestehen, von denen jeder iiber mehre-
re Prozessoren verfiigen kann. Betrachtet man single-ported-Kommunikation,
so kénnen nicht mehrere Prozessoren in einem Knoten gleichzeitig Daten mit
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Prozessoren in anderen Knoten austauschen. Zusétzlich ist es durchaus iib-
lich dass Cluster aus verschiedenen Rechnern aufgebaut sind, die insbeson-
dere verschieden viele Prozessoren haben konnen. Die Anzahl der Knoten im
Cluster wird im folgenden mit P bezeichnet, mit |U| die Anzahl Prozessoren
in Knoten U. Der Algorithmus stammt von Sanders und Traff [13].

Algorithmus 3.13: Hierarchial Factor-Algorithm

A := {Nodey,...,Nodep_1};

done := 0;
while (A % 0){
//phase
current := min{|U||U € A};
for j =0 to |A]—1 do;
//round

parallel foreach (U <XV ¢ Gil){
foreach (u € U,done < I(u) < current) {
foreach (v e V){
//step
exchange data between u and wv;
}
}
}

done :— current;

A = A\{U||U| = current};

Erlduterungen: Im Algorithmus werden noch Terme verwendet, die
zundchst definiert werden sollen. Zunichst ist da die Vorgédngerrelation <
die Definiert wird durch

U=V :=Ul<[V|V(U| = |V|Aindex(U) < index(V))

Es ist also eine Ordnung, die Knoten nach Anzahl der Prozessoren sortiert
und bei gleicher Anzahl die durch den Index vorgegebene Ordnung beibehélt.
Fiir den 1-Faktor-Algorithmus wurde ein Verfahren definiert Paarungen von
Prozessoren fiir den Datenaustausch zu wihlen. Solche Paarungen verallge-
meinert fiir eine Menge A werden hier durch G4 bezeichnet. Die Menge der
Paarungen im j-ten der |A| Schritte des 1-Faktor-Algorithmus ist dann G,
Zuletzt wird mit [(u) der Lokale Index eines Prozessors u in seinem Knoten
bezeichnet.

Zugunsten der Ubersichtlichkeit wird der Algorithmus hier in Phasen,
Runden und Schritte aufgeteilt. Die Operation in jeder Phase wird dadurch
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Abbildung 3.15: Hierarchial Factor-Algorithm

bestimmt, dass die Knoten mit der kleinsten Anzahl m Prozessoren zum
Schluss der Phase den Datenaustausch abgeschlossen haben sollen. Die glei-
che Anzahl der Prozessoren in jedem Knoten soll ebenfalls ihre Daten mit al-
len Prozessoren von beziiglich der Ordnung =< groferen Knoten ausgetauscht
haben. Die Daten, die dann fiir diese Prozessoren noch auszutauschen sind,
werden {ibertragen, wenn der jeweilige Prozessor in einem beziiglich =< klei-
neren Knoten an der Reihe ist. Welche Knoten miteinander kommunizieren
legt die Runde fest. In der j-ten Runde wird dazu die Menge der Paarungen
G”A betrachtet. Aus dem Knoten einer Paarung, der beziiglich < kleiner ist
werden die m Prozessoren mit kleinstem lokalen Rang gewihlt und kommu-
nizieren mit allen Prozessoren des Partnerknotens. Jede dieser Kommunika-
tionen wird als Schritt bezeichnet. Dadurch ist sichegestellt, dass nach allen
|A| Runden einer Paarung die ersten m Prozessoren in jedem Knoten mit al-
len beziiglich < groferen Knoten ihren Datenaustausch abgeschlossen haben.
Die Knoten die beziiglich < kleiner sind werden dann noch ihre eigene Phase
haben, in der die noch fehlenden Daten ausgetauscht werden. Das garantiert
zumindest die Korrektheit.

Optimale Laufzeit kann leider nicht garantiert werden. Der Algorithmus
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braucht immer (p — M + (M + 1)/2)M Schritte, wobei

M := max{|Nodeg|,...,|Nodep_1|}

die maximale Anzahl Prozessoren pro Knoten ist. Der Grund dafiir findet sich
in der Faktorisierung. Nach einer Phase haben alle Prozessoren im kleinsten
Knoten und genausoviele in allen anderen mit dem beziiglich < gréfsten Kno-
ten Daten ausgetauscht. Die Faktorisierung garantiert dabei dass der grofte
Knoten an jeder Runde beteiligt ist (in einer davon tauschen immer sei-
ne kleinsten Prozessoren lokal Daten mit den anderen aus). Bis zur letzten
Phase ist der letzte Knoten durchgehend aktiv und hat mit jedem Prozes-
sor in anderen Knoten M Nachrichten ausgetauscht. Zusédtzlich braucht er
M (M +1)/2 Schritte fiir lokale Kommunikation, die {iber die Phasen verteilt
sind. Da kein anderer Knoten seinen Datenaustausch spédter beendet ist das
auch die Zahl der Schritte die der ganze Algorithmus macht. Das Problem
des Algorithmus ist dass jeder Knoten in jeder Phase einmal mit sich selbst
kommuniziert. Das ist n6tig, da auch Nachrichten zwischen den Prozessoren
eines Knotens auszutauschen sind. Diese interne Kommunikation ist aber
schneller als Kommunikation zwischen mehreren Knoten. In einigen Fillen
kann es ein Schedule geben, das lokale Kommunikation nicht mit welcher
zwischen verschiedenen Knoten parallelschaltet.
Analyse:

M(M +1)

T(napa M) = (P - M)M(Tstart + nTbyte) + )

3.6.4 h-Relation

Im Folgenden entfernt man sich davon, dass jeder Prozessor fiir jeden ande-
ren gleich viele Daten hat und auch gleich viele von jedem anderen erhilt.
Jeder Prozessor hat hier eine Reihe von Paketen, die an andere Prozessoren
gerichtet sind. Der Parameter h stellt bei dieser Kommunikationsoperation
lediglich eine obere Schranke fiir die Anzahl Schritte dar, die ein Prozessor
mit Kommunikation beschéftigt sein kann. Was das konkret bedeutet hingt
davon ab, ob man Halbduplex oder Vollduplex fiir das Modell annimmt. Bei
einem Schritt im Vollduplexmodell kann eine ausgehende und eine einge-
hende Nachricht parallelisiert werden. Hier wird also A durch das Maximum
der Anzahl h;, von eingehenden Pakete und der Anzahl h,, von ausgehenden
Pakete iiber alle Prozessoren bestimmt. Formal ausgedriickt bedeutet das

h= mglx max{hin (), hout (i)}

(Eocal—start + nﬂocal—byte)
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Damit ist eine h-Relation in Vollduplex ein kollektiver Nachrichtenaustausch
bei dem kein Prozessor mehr als i Pakete sendet oder empfingt. Bei Halb-
duplex kann Senden und Empfangen nicht parallelisiert werden. Folglich
wird die Zeit, die ein Prozessor mit Kommunikation verbringen muss durch
die Summe der Sende- und Empfangsoperationen festgelegt. Es gilt fiir h also

h:= r?:élx{hin(i) + hout (4) }

Da zumindest ein Prozessor alle h Schritte ausfiihren muss, wenn er ohne
Unterbrechung kommunizieren kann, ist h(Tyae + |Paket| Thye) eine untere
Schranke fiir die Dauer.

3.6.4.1 h-Relation mit Vollduplex

Im Duplex-Modell kommt man schnell auf eine Lésung, die optimale Zeit fiir
die Kommunikation liefert. Ein Satz von Kénig [6] iiber bipartite Graphen
ist hier hilfreich. Dieser Satz besagt, dass der chromatische Index eines bi-
partiten Graphen gerade dem maximalen Grad entspricht. Um diesen Satz
zu benutzen, beginnt man mit einem Hilfsgraphen, der zu einem dhnlich ist,
der fiir die Labelwahl des 23-Baumalgorithmus benutzt wurde (3.2.4). Dieser
bipartite Multigraph G := (V, E) wird im Folgenden definiert.

Die Knotenmenge im Hilfsgraphen hat pro Prozessor zwei Knoten, nim-
lich fiir ein PE i die Knoten s; und r;. Die Knotenmenge ist also:

V = {307 ey Spfl} U {T07 ceey rpfl}

Die Rollen der beiden Knoten werden klar wenn auch die Knotenmenge de-
finiert wird:

{(si,7;) € E}| = Anzahl Pakete von PE i fiir PE j

Es gibt also so viele Kanten von s; nach r;, wie Pakete von PE ¢ nach PE
J geschickt werden sollen. Es entspricht also eine Kante (s;,7;) einem Pa-
ket, das von PE i zu PE j gesendet werden muss. Damit ist der Grad des
Knotens s; gerade hoy (7) und der von r; ist dann hi, (7). Der Satz von Kénig
sichert die Existenz einer h-Férbung im Hilfsgraphen G. Hat man eine solche
Farbung, so lassen sich in einem Schritt immer die zu Kanten einer Farbe
gehorenden Pakete konfliktfrei versenden. Da es nur i Farben gibt, bendtigt
man auch nur h Schritte, also optimale Zeit bei paketweiser Auslieferung.
Die Freude iiber den optimalen Algorithmus wird etwas getriibt wenn man
feststellt, dass es leider nicht so leicht ist, die Informationen iiber die Daten

3.6. ALL-TO-ALL 58

vy

(a) Féarbung fiir 2-Relation (b) Hilfsgraph zur Be-

stimmung der Farbung

Abbildung 3.16: Beispiel fiir 2-Relation im Vollduplexmodell

zu sammeln, die versendet werden sollen und dann auch noch eine A-Farbung
fiir den Hilfsgraphen zu bestimmen. Alleine der Zeitaufwand zur Bestimmung
einer optimalen Férbung ist hoch, weswegen in der Praxis oft auf schnellere
Algorithmen zuriickgegriffen wird, die dafiir nicht immer optimale Ergebnisse
liefern.

3.6.4.2 h-Relation mit Halbduplex

Da eine Kommuikation in Halbduplex sowohl Sender, als auch Empfanger
ganz in Anspruch nimmt, lésst sich der Satz von K&nig nicht anwenden.
Genauer ist nur eine Farbung mit |3h/2]| Farben zu beweisen. Tatséchlich
gibt es Fille, in denen auch so viele Schritte benétigt werden, ein Beispiel
findet sich in Abbildung 3.17a. Ebenso gibt es aber auch welche, in denen man
mit A Schritten auskommt, wo wieder Abbildung 3.16a als Beispiel dienen
kann. Eine viel wichtigere Beobachtung ist, dass fiir ein optimales Schedule
direktes Versenden von Paketen nicht immer ausreicht. Das kann man am
besten an einem einfachen Beispiel zeigen, das in Abbildung 3.17b dargestellt
ist. Wenn hier die Prozessoren 1 bis 3 paarweise Nachrichten fiir einander
haben und der vierte nicht beschéftigt ist, so kann durch Einbindung des
vierten Prozessors in die Kommunikation die Anzahl der notigen Schritte
von drei auf zwei Reduziert werden. Allgemein ldsst sich immer noch eine
untere Schranke von gh fiir gerade p zeigen. Fiir ungerade p gibt es eine
Schranke von (g + 22)h. Auch mit indirekter Paketzustellung gibt es also

25p
Fille, in denen 2h 4 O(1) Schritte nétig sind.

Die Idee des Algorithmus von Sanders und Solis-Oba [12] der nun be-
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Abbildung 3.17: h-Relation im Halbduplexmodell

schrieben wird, besteht darin, die h-Relation in [h/2] 2-Relationen aufzubre-
chen, die sich dann auch gut untersuchen lassen. Bei der Beschreibung wird
die urspriingliche Kommunikationsrichtung meist ignoriert. Das hat den ein-
fachen Grund, dass im Halbduplexmodell die Richtung keinen Unterschied
macht, weil sowieso beide Kommunikationspartner beschiftigt sind. Im ers-
ten Schritt werden alle Knoten mit ungeradem Grad verbunden, so dass es
nur noch Knoten mit geradem Grad gibt. Es kommen so nicht zu viele Kanten
hinzu, denn es gibt hochstens eine fiir zwei Knoten, vor allem steigt der ma-
ximale Grad h hochstens um 1, genau dann wenn er ungerade war. Nachdem
das getan ist, kann der Graph in kantendisjunkte Kreise zerlegt werden. In
diesen Kreisen benutzt man die Méglichkeit die Kantenorientierung beliebig
zu wihlen und wihlt sie so, dass die Kreise alle im Uhrzeigersinn ausgerichtet
sind. So ist der Eingangsgrad und der Ausgangsgrad in jedem Knoten gleich
grof, insbesondere also ist er immer kleiner oder gleich [h/2]. In diesem Gra-
phen kann wie beim Vollduplex-Algorithmus eine Féarbung mit [h/2] Farben
gefunden werden. Betrachtet man nur die Kanten einer Farbe, so hat jeder
Knoten héchstens eine eingehende und eine ausgehende Kante. Die Knoten
mit allen Kanten einer Farbe bilden also eine 2-Relation und es gibt genau
[h/2] solcher 2-Relationen. Die Kanten — sofern im urspriinglichen Graphen
vorhanden — kénnen nun wieder ihre eigentliche Orientierung erhalten, denn
die Aufspaltung in 2-Relationen ist fertig.

2-Relationen haben maximalen Grad zwei, konnen also nur aus knotendis-
junkten Pfaden und Kreisen bestehen. In einem Pfad lassen sich die Kanten
leicht in zwei Farben firben und damit ergibt sich auch ein Schedule in zwei
Schritten. Analog sind auch fiir einen Kreis gerader Linge nur zwei Schritte
notig. Bei einem Kreis ungerader Liange hofft man zunéchst darauf dass es
noch einen Knoten gibt, der zu keinem Pfad oder Kreis der 2-Relation gehort.
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So ein Knoten kann an beliebiger Stelle in den ungeraden Kreis integriert
werden, so dass die Lange gerade wird. Das ist also eine Verallgemeinerung
des Beispiels in Abbildung 3.17b fiir beliebige ungerade Kreise. Schwieriger
ist es, wenn es mehr ungerade Kreise gibt, als Helferknoten. Hat man zwei
Kreise ungerader Linge, so kdnnen Knoten aus einem Kreis fiir den ande-
ren Kreis als Helferknoten fungieren. Jedes Paket wird dafiir in 5 Teilpakete
aufgeteilt. In Abbildung 3.18 ist die Vermittlung solcher aufgeteilter Pakete
fiir zwei Kreise A und B der Lénge |A| bzw. | B| dargestellt. Diese Vermitt-
lung braucht immer 12 “kleine” Schritte, in denen nur Teilpakete von einem
Fiinftel der urspriinglichen Linge versendet werden. Eine Paarung von zwei
ungeraden Kreisen braucht also ungefihr 12/5 Schritte.

Ist p gerade, so kann es auch nur eine gerade Anzahl an Pfaden und Krei-
sen ungerader Lange geben, die nicht mit einem unbeteiligten Knoten gepaart
werden konnen. Paart man auch diese Kreise untereinander, so braucht kei-
ne 2-Relation mehr also 12/5 Schritte. Es gibt [h/2] solcher 2-Relationen
und [h/2] ist maximal (h + 1)/2, also braucht der Algorithmus bei ge-
radem p maximal 2%(h + 1) = £(h + 1) Schritte. Bei ungeradem p kann
nicht mehr garantiert werden, dass alle Kreise ungerader Linge untereinan-
der oder mit unbeteiligten Knoten gepaart werden kénnen. Um nicht zu viele
Schritte deswegen zu verlieren, wird bei ungerader Anzahl ungerader Kreise
immer eine Kante entfernt. Die entfernten Kanten werden fiir eine spétere
Ausfithrung gesammelt. Dafiir ist es wichtig, dass die Kanten keine gemein-
samen Knoten haben, damit die zu den Kanten gehorenden Pakete parallel
verschickt werden konnen. Es ldsst sich zeigen, dass sich immer mindestens
[p/4] Kanten geeignet withlen lassen. Es ist also auch nur friihestens alle
[p/4] Schritte notig einen zusétzlichen Schritt einzufiigen. Insgesamt erhoht
sich die Schranke bei ungeradem p durch diese zusitzlichen Schritte auf
insgesamt (£ + 2)(h + 1) Schritte.

Der Algorihmus lohnt sich vor allem bei kleinen Prozessorzahlen und lan-
gen Nachrichten. Fiir grofte Prozessorzahlen kann neben Engpéssen im Netz-
werk auch die Bestimmung der Férbung zu viel Zeit kosten. Bei der Léinge
der Nachrichten ist wichtig, dass auch bei der Aufteilung in 5 Teilpakete der
Startupoverhead gegen die Zeit fiir die eigentliche Dateniibermittlung gering
ist.

3.6.5 All-to-All mit unregelméifiigen Nachrichtenlingen

Nun verzichtet man auch auf die Einteilung in Pakete. Es geht noch einmal
zuriick zu einem Algorithmus fiir All-to-All, diesmal aber einen Fall bei dem
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die Nachrichtenldngen nicht gleich sind. Es ist klar, dass dieser Fall noch et-
was allgemeiner ist, als der der h-Relation, da dort die Nachrichtenldngen alle
Vielfache einer Paketlinge waren. Der Einfachheit halber soll angenommen
werden, dass jeder Prozessor gleich viele Bytes sendet und empfingt. Diese
Anzahl soll ebenfalls i genannt werden. Die Nachrichten aus dem allgemei-
nen Fall kénnen aber geeignet verlingert werden, um diesen Spezialfall zu
erhalten. Es soll weiterhin angenommen werden, dass sich alle Nachrichten-
lingen durch p teilen lassen, was bei langen Nachrichten keine zu starke Ein-
schrankung ist. Zuletzt soll der Einfachheit halber ein Prozessor auch immer
fiir sich selbst eine Nachricht haben, damit ldstige Sonderfallbehandlungen
vermieden werden konnen.

Algorithmus 3.14: Zweiphasenalgorithmus fiir All-to-All

alltoall2phase (m[l..p], p){
for(j := 1; j<p; j++){
aljl = O3
for(k = 1; k<p; k++){
alj a

bl = allomk [ - D™+ 1570
}
}
b := regularalltoall (a, p);
0 = (1,...,1);
for (j = 1; j<p; j++){
cli] =

for(k = 1; k<p; kt+){
//All—Gather to implement @:

clil == elil©blk] [3[k]..d K+ "% —1];
Sk] = [k + Lok

¥
d = regularalltoall(c, p);
permute d to obtain desired output format ;

Erliuterungen: Hinter dem Zweiphasenalgorithmus steckt die Idee den
Fall mit unregelméfiger Nachrichtenlange durch zwei All-to-All-Operationen
mit regelméfiger Nachrichtenldnge zu ersetzen. Im ersten Schritt werden die
Daten durch ein regulires All-to-All gleichmifbig verteilt, so dass jeder Pro-
zessor fiir jeden anderen gleich lange Nachrichten hat. Zunichst wird dazu
jede Nachricht lokal in p Teile aufgespalten, von denen jeder andere Prozessor
eines bekommt. Die Ausgehenden Nachrichten haben zusammen die Lénge
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h, also erhiilt in diesem Schritt jeder Prozessor von jedem anderen h/p By-
tes. Da von einem Prozessor jeder andere gleich lange Teile einer Nachricht
bekommt, sind nach der ersten Phase alle Nachrichten gleichméfig iiber die
Prozessoren verteilt. Weil die Summe der Léngen von an einen Prozessor
gerichteten Nachrichten h ist, so muss ein Prozessor h/p Bytes fiir jeden an-
deren halten, da die Nachrichten gleichméfig verteilt wurden. Ein weiteres
All-to-All liefert also die Nachrichtenteile an ihren Bestimmungsort, wo sie
noch geordnet werden miissen, da Teile im ersten Schritt durcheinanderge-
mischt wurden. Am anschaulichsten wird der Algorithmus in Abbildung 3.19
dargestellt. Bei kurzen Nachrichten und vielen Prozessoren werden die Nach-
richten so womoglich zu kurz so dass sich der erste Schritt nicht mehr lohnt.
Stattdessen bietet sich dort eine Aufteilung jeder Nachricht in log p Teile. Die
Nachrichten werden dann im ersten Schritt zufillig verteilt um eine méglichst
gleichméfige Lastverteilung zu ermoglichen.
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Abbildung 3.18: Paarung ungerader Kreise in 12 Schritten
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4 Sortieren und verwandte
Probleme

Hier soll Paralleler Umgang mit einigen Datenstrukturen besprochen wer-
den bzw. ihre parallele Implementierung. Es werden exemplarisch Techniken
vorgefiihrt die sich auf viele weitere dhnliche Probleme anwenden lassen und
auch die Niitzlichkeit der zuvor besprochenen kollektiven Kommunikations-
operationen verdeutlichen.

4.1 Sortieren

Das erste was bei parallelem Sortieren {iberlegt werden muss, ist die Form der
Eingabe. Bei Shared Memory ist es naheliegenderweise wie gewohnt, doch bei
verteiltem Speicher ist es oft sinnvoll, die Eingabe mehr oder weniger gleich-
mifig iiber die beteiligten Prozesoren zu verteilen. Nicht nur weil es im Laufe
des Algorithmus sowieso passieren miisste, sondern weil es den Anforderun-
gen an einen DMM-Sortieralgorithmus ndherkommt. Dementsprechend wird
das Problem fiir verteilten Speicher definiert:

Problembeschreibung: Gegeben ist eine Distributed Memory Machi-
ne mit p Prozessoren. Zu sortieren sind n Elemente d; ; wobei der Prozessor
i bei der Eingabe die Elemente d; o bis d; y_1 erhélt mit n = Np. Fiir einige
Algorithmen wird jedoch eine davon abweichende Eingabe vorgegeben. Ge-
sucht ist eine Permutation s; ; mit s; o bis s; y—1 auf Prozessor i. Fiir alle s; ;
soll gelten s;; < s; fiir alle j < k und s;; < sy, fiir alle j, &k und @ < 7.
Diese Aufgabe ldsst sich sequentiell mit nlogn+ O(n) Vergleichen lésen, also
in O(nlogn) Zeit.

Héaufig begniigen wir uns auch damit, den Rang in einer sortierten Folge
zu bestimmen, womit hier auch begonnen wird. Fiir den ersten Algorithmus
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wollen wir zusitzlich annehmen, dass N = 1 gilt und dass wir fiir jeden Pro-
zessor, der ein Element der Eingabe hat noch n—1 weitere haben, die bei der
Bestimmung der Ausgabe hinzugezogen werden kénnen, um den folgenden
Algorithmus zu realisieren:

4.1.1 Schnelles (ineffizientes) Ranking

Algorithmus 4.1: Schnelles Ranking

parallel foreach ((i,j) € {1.n}?){
Bli,jl:—Alj] < Afi];

}

parallel foreach (i € {1.n}){
M [i]:= §1B [i, 4] ;

}

Erlduterungen: Zunichst sollte geklirt werden, dass die for-Schleifen
komplett zu parallelisieren p = n? Prozessoren bendtigt. Will man diesen
Algorithmus, der stark nach PRAM aussieht, nun in das DMM-Modell iiber-
tragen, so miissen die globalen Speicherzugriffe durch Kommunikation ersetzt
werden. Die erste Schleife enthélt eine implizite Broadcast-Operation, jedes
Element muss von einem Prozessor an n — 1 weitere gesendet werden, da-
mit sie es mit ihrem vergleichen kénnen. In der Summe der zweiten Schleife
steckt ebenso eine Reduce-Operation iiber n Elemente. Damit wird in jeder
Schleife von n Prozessoren eine kollektive Kommunikationsoperation {iber n
Prozessoren ausgefiihrt.

Ein Prozessorbedarf quadratisch in der Elementanzahl zeigt bereits zwei
Eigenschaften des Algorithmus: Zum einen ist der Algorithmus nur fiir sehr
kleine Eingaben zu gebrauchen, zum anderen konnen die Prozessoren gar
nicht effizient arbeiten, nachdem n Prozessoren auf jedes Element der Ein-
gabe kommen.

Analyse:

T(n,p) = T(?’L, n2) S Tbroadcast(l) + Treduce(l) € O(Tstart log(nQ))



4.1. SORTIEREN 67 4.1. SORTIEREN 68

4.1.2 Ranking fiir grofte Eingaben

Nun soll Ranking so weiterentwickelt werden, dass auch grofte Eingaben ver-
arbeitet werden konnen. Ganz ohne Einschrinkungen an die Prozessoren wol-
len wir hier auch nicht auskommen, sondern gehen von p = P x P Prozessoren
aus, jeder der p Prozessoren ldsst sich dann iiber ein Index-Tupel (i, ) be-
zeichnen.

Algorithmus 4.2: Ranking fiir grofse Eingaben

a = @5:1d@(l/7]) 5

a = a@(i,i); ' Input 4 Gossip } ' Broadcast .
clj klh ola c| jlgm[n[T| [k|h]e/d|b|f] [olalqip/r c|jlgm[n| Tiglk|h[e|d[b|flafolalqi|p r
SOI"t((l); | jlgmn[ T < jgimin Tl j[gmn T
for(k := 1; k< NP; k++){
by := rank of aj in a; : e . S . : :
gm| eld qli c| jlgm[n[T| [k|h]e|d|b|f] [olalqip/r CngnI“khedbf olalqli|p|r
} K[hJe]d[bF /MK R[e d[b f MK [Re[d[b]F
P
RSP CIGVE
=1 W W W _ _
n|l b/ f plr c| jlgm[n[T| [k|h]e|d|b|f] [olalqip/r CngnI“khedbf“c)aqlpr
olalql|i|p|r|™olalq|i|p|r™olalql|i|p|r
Erlduterungen: Im Folgenden sollen die Prozessoren als in einem Qua-
drat angeordnet angenommen werden. Eine Zeile bilden dann alle Prozesso- -
it d leichen Ei o d K des Tnd Sort Local ranking Reduce
ren mit dem gleichen Eintrag in der ersten Komponente des Index, entspre- TSR] [BaleTFIRK| [FTTTolelay]  [CoTiTTin| [BlaleFIRK] [a[Tolplalr]  [CIaTSTTm] [BllelfIRK| [aTTToTplaTr
chend sind die Prozessoren in der gleichen Spalte, wenn ihre zweite Kom- clilgmn[ 1] [c]jlgmn[1] [c]jlgmn]l]  (c[jjgmin T} |c[jlgmin/ T} |c] jlgimin]| gminil] [c]jlopmin1] [c]jlgimin]!
. o . X 1325/6/4| [15]a/6]6/6 [112]112]22| [113]2/5]6/4|w|1/5]416]6/6|a]12[12]2]2
ponente iibereinstimmt. Am Anfang des Algorithmus sammelt jeder Pro- & \.;;;H H
zessor in a die Eingaben d aller Prozessoren mit der gleichen Spalte. Das ToTTTTn [BaleTTRR] [RTTTolplar]  [CTol5TTm] [BaleTfIRk] [RTTTolelar]  [CTol5TTim] [BlaleTfIRK] [aTTToTplalr
: : i : : : : Kh[eldbf| [K[e[db | [KR[e/d[b[f] [Kh[e[d[blf| [Khle[db[f| [KAe[db[f| [Kh[e[dbf| KA dbF| [KR[eldblF
entspricht einer Gossip-Operation, da jeder /delj Pronzes-soren einer Spalte die T e e e e
Daten aller anderen Prozessoren braucht. a’ wird fiir jeden Prozessor durch ”:mm»w“
eine Broadcast-Operation entlang der Zeile bestimmt. Dabei werden in der o3| [BdlelfInK] [TTolplar]  [CTol3TTinl [Blale[fTnKl RTiTolplarr]  [<lal3TTimn] [B/dlefInk] [aTrolplalr
j-ten Zeile die Ergebnisse der Reduktion der j-ten Spalte aus dem vorheri- GG UL NGRS IRyl 1Ao7 Tyl 1A A /R SRR R i M

0 ~NCo o

| X X g . . X 60(62/66[ |60(65(66[ |31[52(46 60/6/2(6 6. 606566”315246
gen Schritt propagiert. In der j-ten Zeile kann nun jeder Prozessor fiir die ”

per Broadcast verteilte Teilmenge ein Teilranking bestimmen. Damit ist fiir
jedes Element und jede Teilmenge der Eingabe (da in jeder Spalte mit einer Abbildung 4.1: Ranking fiir grofe Eingaben
anderen verglichen wird) bekannt, wie viele kleiner oder gleich sind. Eine
Summe iiber alle Teilrankings liefert also den globalen Rang. Diese Summe
ldsst sich dann im letzten Schritt {iber eine Reduktionsoperation bestimmen.
Ein Beispiel fiir den Algorithmus ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
Analyse:

T(n,p) = T(N(P X P), P x P) = TgOSSip(Ny P) + Tbroadcast(Npa P) +
Tieduce (NP, P) + O(NPlog(NP)) € O(Tyari logp + N/p(Tiyie + logn))
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4.1.3 Quicksort

Zunéchst der Algorithmus, um den sich in diesem Abschnitt alles dreht — das
(sequentielle) Quicksort:

Algorithmus 4.3: Sequentielles Quicksort

aSort (d[], p'){
if (p' =1)return;
select pivot wv;
reorder elements in d such that
dog..‘gdkzvgdquS...gdp/_l;
qSort ([do..dr—1], k);
qSort ([dpgr-dy_1], m—k—1);

Die erste Idee, die man oft sieht, um den Algorithmus zu parallelisieren,
ist die Parallelisierung der rekursiven Aufrufe. In den ersten Rekursionen des
Algorithmus ist in diesem Fall die Parallelisierung gering und nimmt erst
mit der Rekursionstiefe zu. Gleichzeitig wird in diesen Rekursionen noch auf
groften Mengen von Daten operiert, da die Teilfolgen mit steigender Rekur-
sionstiefe kiirzer werden. So ist bis zur ersten Aufspaltung nur ein Prozessor
auf den gesamten Daten aktiv. Spater kann die Lastbalancierung ein Problem
werden, da nicht mehr sichergestellt werden kann, dass die verschiedenen
Prozessoren dhnlich grofse Teile bekommen. Soll der Algorithmus dann noch
auf eine Distributed Memory Machine iibertragen werden, so kommt hinzu,
dass bei der Aufspaltung die Daten an die jeweiligen Prozessoren gesendet
werden miissen, was groken Kommunikationsaufwand bei jeder Aufspaltung
bedeutet.

Zur Vereinfachung soll hier wieder mit einem Algorithmus begonnen wer-
den, dem fiir jedes zu sortierende Element ein Prozessor zur Verfiigung steht.

Algorithmus 4.4: Theoretiker-Parallelisierung von Quicksort

procedure theoQSort(d,i,p)
if(p=1)return;

j := common random element from 0.p—1 for partition;
v = dQj; //Pivot
f = d<w;

1
j = > fQk; //Prifizsumme
k=0

Pl j@(p—1);
if(f)send d to PE j—1;
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else send d to PE p' +i—j;
receive d;
if (i <p'){
join partition "left";
theoQSort (d,i,p');
telse{
join partition "right";
theoQSort (d,i—s,p—p');

}

Erlduterungen: Die Prozessoren werden hier in Partitionen aufgeteilt,
auf die sich die Kommunikation beschriankt. In einer Partition miissen sie
sich dann auf einen Prozessor j einigen, dessen Element das Pivotelement
darstellen soll. Dieses Pivotelement v wird dann iiber einen Broadcast jedem
Prozessor in der Partition fiir einen lokalen Vergleich zur Verfiigung gestellt.
Uber eine Prifixsumme lassen sich nun die Elemente, die kleiner/groRer sind
als das Pivotelement, neu durchnummerieren. Die Nummerierung wird an-
schliefsend verwendet um den Index des Prozessors in der Partition zu finden,
an den das eigene Element gesendet wird. Danach halten die ersten p’ — 1
Prozesoren alle p’ — 1 Elemente die kleiner sind als das Pivotelement, folglich
sind die restlichen Elemente iiber die restlichen Prozessoren verteilt. Analog
zum sequentiellen Quicksort wird die Partition bei p’ in zwei neue Partitionen
aufgeteilt, auf denen der Algorithmus rekursiv ausgefiihrt wird.

Die meiste Zeit in jeder Rekursion kosten die kollektiven Operationen.
Das Pivotelement zu verteilen erfordert einen Broadcast. Durchnummerieren
(und damit auch zihlen) der Elemente, die kleiner sind als das Pivot lisst
sich mit einer Prifixsumme bewerkstelligen. Anschlieftend weift aber nur ein
Prozessor mit Sicherheit, wie viele kleine Elemente es gibt, also ist noch ein
weiterer Broadcast notig, damit alle Prozessoren p’ kennen. Das macht zwei
Broadcasts und eine Reduktion, aber alles mit kurzen Nachrichten, also noch
in Zeit O(Tyar log p). Quicksort hat erwartete Rekursionstiefe O(logp), die
noch als Faktor in die Laufzeit mit einflieftt. Damit ist die erwartete Laufzeit
O (Tstart 10g2 ).

Analyse:

T(n,p) =T(n,n) € O(Tsar log? n)

Mit diesem Ansatz bewaffnet konnte man nun das Problem fiir grofse n auf
gewohnte Art angehen. Jeder Prozessor ist nicht mehr fiir nur eines, sondern
fiir mehrere Elemente verantwortlich. Er iiberpriift nach dem Broadcast des
Pivotelementes auch fiir alle seine Elemente die Zuordnung. Dabei zdhlt er
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auch wie viele grofer sind und wie viele kleiner als das Pivot. Préifixsummen
lassen sich wie gewohnt berechnen und liefern einem Prozessor die Informati-
on wie viel Platz die vorherigen fiir ihre kleinen/grofen Elemente brauchen.
Bei Distributed Memory muss noch geklart werden, wie mit dem Prozessor
umgegangen werden soll, der nach einer Tauschphase mdoglicherweise sowohl
grofse als auch kleine Elemente hat und damit zu beiden Partitionen gehdort.
Auf PRAM muss er sich in diesem Fall nur fiir eine Seite entscheiden und
dann ist das Problem in

PEQ PE 1 PE 2 PE 3 PE 4
0 <”10g” +log2p> 11{22]13]25[ 7 [26] 4 [20{19] 5 [30[12]27] 1 |16
p T2 3|1 2 217 2 31 1 2]o0 1 2
j 1 2 3|4 5 5|6 7 8|9 9 10|10 11 12
Zeit losbar. Eine Anderung gegeniiber dem sequentiellen Quicksort besteht i-j >5 109 12:10
aber darin, dass Elemente auch bewegt werden, wenn sie eigentlich “auf der Z'd ________ ? _____ 12341“0567812”91%210”
riﬁgt;gilelz IS:(;it{?;’e;xt'éirEE. Das bedeutet fiir jedes Element 2(log p) Bewegungen BEO BE T PE PE3 PEZ
B ey 11]22]13|25] 7| 4 |20[19] 5 |12 1 [16][26[30]27
n T 1 1]Jo 1 2]Jo o 1[1 2 2
0] (—(log N + Tiytelogp) + Titart log? p> j 11 1|1 2 3|3 3 4|5 6 6 26|27|30
p i-j -1 2131 63 7-3 16
Ziel 0 6+0 6+41|6+2 1 2 643 644 3 | 4 5 645
auf Distributed Memory. Die zuféllige Pivotwahl macht Vorhersagen {iber =~ oo
die Lastverteilung wiahrend der Abarbeitung schwierig. Eine ungleichméfsi- PEQ PE 1 PE 2 PE 3 PE 4
ge Aufteilung kann deutliche Unterschiede in der Rekursionstiefe bedeuten. 11 | 7 | 4|5 |12| 11122 13|25 20|19|16 26|27|30
Mit jeder Aufspaltung verringert sich die Anzahl der fiir eine Teilsequenz o o 1]o o 1)Jo 1 1]o 1 2
verantwortlichen Prozessoren. Wenn die Aufteilung ungleichméifig geschieht Jojo o v o120 111203
so gelangt ein Teil der Prozessoren schneller in eine Phase, in der nur noch IZleJI g:; ;? 0 112 ;13 ; gf; 0 :1 :2 T

jeder eine eigene Sequenz sortieren muss. Bei einer Shared Memory Machine e

konnen sich Prozessoren, die ihre Arbeit erledigt haben, wieder an spéteren PEO IIPE1 PE 2 PE 3 PE 4
Schritten beteiligen. Etwas &hnliches ist bei einer Distributed Memory Ma-

J 41111117 )5 112{13]19]16]|22]25]20{]26|27]30
chine leider nicht moglich. Allgemein ist Quicksort praktisch nicht effizient | | | | | | | | |
auf einer Distributed Memory Machine umzusetzen, da Elemente hiufig un- 1 | 415 | 7 |1 1 |12 13| 1 6| 19 20|22|25
notig verschoben werden. Dadurch entstehen hohe Kommunikationskosten,
die den Quicksort-Ansatz fiir solche Maschinen unpraktikabel machen. Abbildung 4.2: verallgemeinerung von “Theoretiker-Quicksort”

4.1.4 MCSTL: Quicksort

MCSTL enthélt eine parallele Implementierung von Quicksort, deren Ziel
es ist auch in der Praxis schnell zu sein. Wie die ganze MCSTL ist auch
die Quicksort-Implementierung auf Shared Memory ausgelegt, daher ist das
Tauschen von Elementen nicht so kritisch wie im Fall des verteilten Speichers.
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4.1.4.1 partition

Die Hauptoperation einer Quicksort-Iteration ist bei der MCSTL auch als ei-
genstindiger Algorithmus verfiigbar. Als zentraler Bestandteil des Quicksort-
algorithmus soll das Partition Problem und der MCSTL-Algorithmus dazu
zunichst separat betrachtet werden.

Problembeschreibung: Gegeben sind n Elemente dy, .., d,_; und ein
Pivotelement v. Gesucht ist eine Permutation s, .., s,_1 von dy,..,d,_; fir
die gilt (s; > vAs; <v) =i <jbaw. 3k : (Vi <k:s; <vAVi > Fk:s; >v).

In anderen Worten: Alle Elemente kleiner als das Pivot kommen auf die
linke Seite, alle groferen auf die rechte. Zwei Elemente, die beide kleiner oder
beide grofer sind als das Pivot, miissen aber nicht in der richtigen Reihenfolge
sein, noch nicht einmal in der, die sie vor der Partitionsoperation hatten.

Der Algorithmus aus der MCSTL richtet sich nach der Quicksort-Pa-
rallelisierung aus [15]. Jeder Prozessor beansprucht einen Block konstanter
Lange B vom Anfang und einen vom Ende der Eingabe fiir sich. Das Bean-
spruchen kann durch zwei Variablen kontrolliert werden, auf die Prozessoren
iiber fetch-and-add zugreifen. Die fetch-and-add-Zugriffmethode garan-
tiert dass zwischen dem Auslesen und der Addition keine Zugriffe durch an-
dere Prozessoren stattfinden. Man Speichert in den beiden Variablen also die
jeweils erste Position vom Anfang bzw. vom Ende aus gezédhlt, ab der die
Elemente keinem Prozessor zugeordnet sind. So kann ein Prozessor in einer
atomaren Operation auslesen, ab welchem Index er B Elemente beanspruchen
kann und den Eintrag um B erh6hen, damit kein anderer Prozessor ebenfalls
an dieser Stelle beginnt. Dadurch hat sich ein Prozessor den gesamten Block
reserviert.

Sobald ein Prozessor zwei Blocke reserviert hat, beginnt er mit der Ab-
arbeitung. Wie im sequentiellen Fall sucht er das erste Element im linken
Block das grofer ist, als das Pivotelement und eines im rechten Block, das
kleiner ist. Diese Elemente werden getauscht. Sobald das Ende von einem
Block erreicht ist, versucht der Prozessor einen neuen anzufordern und seine
Arbeit dort fortzusetzen. Dies schlidgt fehl, sobald kein ganzer Block mehr
beansprucht werden kann, da er sich mit dem letzten auf der gegeniiberliegen-
den Seite iiberlappen wiirde. Es kann also hochstens noch ein unbearbeiteter
Block vorhanden sein, dessen Grofse kleiner ist als B. An dieser Stelle werden
alle Elemente, die noch immer ein Partnerelement auf der gegeniiberliegenden
Seite bendtigen, mit dem sie getauscht werden konnen, an den unvollsténdi-
gen, nicht zugeordneten Block getauscht. Da kein Prozessor mehr als B solche
Elemente haben kann, kommt man auf insgesamt noch B(p+1) Elemente, die
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noch betrachtet werden miissen. Diese in der Mitte gesammelten Elemente
miissen nur noch rekursiv.  oder bei weniger als B Elementen sequentiell
auf die richtige Seite getauscht werden.

Analyse:

T(n,p) € 0(% + Bp)

4.1.4.2 Quicksort

Die MCSTL-Implementierung von Quicksort beginnt mit wiederholter An-
wendung des parallelen partition. Dabei werden bei jeder Partitionierung
auch die Prozessoren aufgeteilt, so dass beide Teile parallel weiter parti-
tioniert werden. Sobald nach erwarteten O(logp) Aufspaltungen nur noch
ein Prozessor fiir eine Partition verantwortlich ist, fithrt er auf seinen Da-
ten sequentielles Quicksort aus. Es ist unwahrscheinlich, dass die bis dahin
entstandenen Partitionen gleich lang sind. Deswegen wird die Last dyna-
misch verwaltet. Bei erfolgreicher Lastverteilung bleibt fiir jeden Prozessor
nur O(nlogn/p) erwartete Arbeit. Fiir die Lastverteiltug besitzt jeder Pro-
zessor einen eigenen Stack. Bei jedem sequentiellen Schritt des Quicksortal-
gorithmus werden die Daten in zwei Partitionen aufgeteilt. Der Prozessor
bearbeitet eine und legt die zweite auf den Stack zur spéteren Bearbeitung.

Hat ein Prozessor auch den Stack abgearbeitet, greift er auf den Stack
eines anderen Prozessors zu. Dort beansprucht er aber das untere Element
fiir sich. Das hat zwei Vorteile. Der erste ist, dass er so ein grofes Stiick
Arbeit erhilt, da die Partitionen im unteren Teil des Stacks zu friitheren
Rekursionsschritten gehéren. Somit bleiben Zugriffe auf Stacks anderer Pro-
zessoren vergleichsweise selten. Damit kleine Probleme iiberhaupt nicht zwi-
schen Prozessoren wandern, kénnte man hinreichend kleine Partitionen ohne
Stackzugriffe verwalten. Der zweite Vorteil ist die Ersparnis beim Aufwand
fiir den Stackzugriff. Der konkurrierende Zugriff mehrerer Prozessoren auf
gemeinsame Daten muss kontrolliert werden. Da auf das obere Element nur
der Besitzer des Stacks zugreift, ist hier keine Kontrolle notig. Fiir das unte-
re Element kann iiber atomares fetch-and-add der Zugriff auch ohne locks
verwaltet werden. Es kann trotz allem passieren, dass ein Prozessor, der kei-
ne eigene Arbeit hat die Ausfithrung bremst. Das ist besonders dann der
Fall, wenn es mehr Threads als Prozessoren gibt und ein Thread noch auf
einen anderen wartet, in dem nur erfolglose Anfragen nach Arbeit stattfin-
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den. Fiir diesen Fall gibt ein Thread bei der MCSTL-Implementierung nach
einer erfolglosen Anfrage mit yield den Prozessor frei.

Analyse:

nlogn

ET(n,p) € O( + Bplogp)

4.1.4.3 Andere Algorithmen

Es gibt aber noch weitere Operationen, die von partition profitieren. Ei-
ne Operation, die spéter fiir Distributed Memory unter dem Namen Select
fiir einen Spezialfall betrachtet wird (siehe 4.2.2), heift in der (MC)STL
nth_element. Fiir diese Operation, die in einem Array das Element mit Rang
r bestimmt, kann der bekannte Quickselectalgorithmus leicht parallelisiert
werden. Es wird wie im sequentiellen Fall die Menge um ein Pivotelement
partitioniert. Sind auf der linken seite mindestens r Elemente, wird dort re-
kursiv weitergesucht. Hat sie weniger Elemente, so kann r um die Grofe der
linken Partition gemindert werden und die Suche wird mit dem neuen r in
der rechten Partition fortgesetzt. Unterschreitet die zu durchsuchende Par-
titionsgrofe 2B, so lohnt sich Parallelisierung nicht mehr und es wird zum
sequentiellen Algorithmus gewechselt.
Analyse:

ET(n,p) € O(% + Bplogp)

In der MCSTL wird nth_element wiederrum verwendet, um partial_sort
zu realisieren. Diese Operation sortiert die ersten r Elemente. Bei der Bestim-
mung der r-ten durch nth_element ist das Array bereits so partitioniert, dass
die ersten r bekannt sind und noch sortiert werden miissen.

4.1.5 Sample Sort

Die Aufteilung in zwei Teilmengen konnte erzwungen vorkommen, wenn man
doch ganze p Prozessoren zur Verfiigung hat, von denen sich jeder einem Teil
der Eingabe widmen kénnte. Der nun folgende Algorithmus aus [14] macht
sogar etwas mehr. Um Kommunikation zu sparen wird direkt festgestellt
welcher Prozessor welche Daten erhélt. So muss jedes Datum nur einmal ver-
schickt werden und liegt danach auf dem Prozessor, der dafiir verantwortlich
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ist. Danach muss jeder Prozessor nur noch die Daten sortieren die er erhal-
ten hat. Die Ersparnis in der Kommunikation ist es, was den Ansatz auch
fiir Distributed Memory interessant macht.

Algorithmus 4.5: Parallel Sample Sort

vy = —O0]
Up 1= 00;
choose S-p random elements s, 0 <k < S p;
PE i selects ss.i.Ss.(iy1)-1;
sort ([so..ssp-1]);
for (k:=1; j<p—1; j++)}{
Vg = S5k
}
initialize p empty messages N, 0<k <p;
for(j := 0; j<N-—-1; j++){
choose k with v, <dj < vy
write d; to message Ny;
}
for(j = 0; j<p—1; j++)1
send N; to PE j;
} .
receive p messages;
sort (received elements);

Erliduterungen: Der Algorithmus funktioniert, indem global einige Split-
ter vg, bestimmt werden, die fiir die Prozessoren als Orientierung dienen, wel-
cher Prozessor fiir welchen Teil der Eingabe verantwortlich ist. Lokal wird
fiir die eigenen Elemente bestimmt, in welches Intervall zwischen Splittern sie
jeweils fallen. Die Elemente werden dann dem fiir das Intervall verantwort-
lichen Prozessor geschickt, der sie sortiert. Naheliegenderweise funktioniert
der Algorithmus am besten, wenn die Splitter die Elemente gleichméfig auf-
teilen, also die Intervalle gleich viele Elemente enthalten.

Wenn die Splitter bereits als Elemente mit Rang k-m/p in der sortierten
Menge gegeben wéiren, so wire der Zeitbedarf

Datenaustausch lokal sortieren

—
T(n,p) = O(Nlng) +Tall—to—all(]\/vap) + Tseq(N) ~

Tieq (N
% + 2NTbyte + sttart

lokale Zuordnung

Solche Splitter konnte man durch (p—1)-fache Ausfithrung von select erhal-
ten, das die k-n/p-ten Elemente liefert (vgl. Definition in 4.2.2). Verniinftiger
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Eingabe 1 9 13 13 10 11 18 5 16
25 4 2 16 27 22 15 21 8
Zufélliges sample
wihlen 7 13 25 6 17 10 20 18 21
Sample sortieren und
aufteilen 6 7 10113 17 18|20 21 25
Broadcast der _ _ —
Pivotelemente (Vo=-c0) v,i=10 v,=18 (v3=e0)
bl L] L bl L] b bl L] b
1112125 6 (17]30 3 (14]20
Lokale Aufteilung 4 11319 1011327 5 (18] 21
2 11]22 8116
7 16 15
9
Daten umverteilen
lo I l,
1 2 3 11 12 13 19 20 21
Lokal sortieren 4 5 6 13 14 15 22 25 27
7 8 9 16 16 18 30
10

Abbildung 4.3: Sample Sort
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ist es dann auch zun#chst lokal zu sortieren und dann Multisequence Selec-
tion zu verwenden, da dieses Verfahren schneller ist und man auch spéter
noch von der Sortierung der Teilfolgen profitiert. Das wiirde dann aber zu-
sitzlichen Zeitbedarf von mindestens (2(plog %) bedeuten (vorausgesetzt die
Bestimmung soll vergleichsbasiert erfolgen), da es bereits so viel Zeit kostet
ein Element mit einem bestimmten globalen Rang zu bestimmen.

Hier werden die Splitter allerdings nur so gewéhlt, dass sie das erheblich
kleinere zuféllige Sample von pS Elementen gleichméfig aufteilen, bei der ge-
samten Eingabe muss das nicht notwendigerweise auch der Fall sein. Es ldsst
sich aber sehr wohl zeigen, dass fiir ein S € © (10%") die Wahrscheinlichkeit,

€

dass kein PE mehr als (1 + ¢)N Elemente bekommt, gréRer ist als 1 — %

Um das zu zeigen betrachtet man die Eingabe in sortierter Reihenfol-
ge, bezeichnet als (e, ...,e,). Es interessiert die Wahrscheinlichkeit P [fail]
dass ein Prozessor mehr als (1 + ¢)N Elemente bekommt. Dann muss ein
(14 ¢)N Elemente langer Abschnitt der Eingabe existieren, aus dem hochs-
tens S Elemente als Samples gezogen werden. Das muss gelten, da jede Teil-
menge, die ein Prozessor bekommt, S Samples enthilt. Der Einfachheit hal-
ber soll die Annahme gelten, dass die Samples global und mit Zuriicklegen
gezogen werden. Das Ereignis &; soll also dadurch definiert werden dass in
(€5, €j4(14+)n) hochstens S Samples liegen. Damit ein Prozessor mehr als
(14 €)N Elemente bekommt, muss &; — wie bereits festgestellt — zumindest
fiir ein j eintreten. Da die Wahrscheinlichkeit fiir £; bei zuféllig gezogenen
Samples nicht von j abhéngt, kann man sagen, dass fiir ein beliebiges, aber
festes j, die gesuchte Wahrscheinlichkeit P [fail] hochstens so grof ist wie
nP [€;]. Es muss also &; nur fiir ein j bestimmt werden, also soll j im Fol-
genden fest sein. Fiir die Bestimmung von &; soll jetzt eine Zufallsvariable
eingefiihrt werden:

X 1 falls s; € (&), ..., €4 (1+oN) X
! 0 sonst A

Fiir den Erwartungswert von X; gilt

das soll fiir eine Abschitzung von P [&;] verwendet werden. Nach der Defini-
tion von &; und der von X ergibt sich

PIE]=P[X < S|~ P[X < (1—e)5]=P[X < (1 - e)E[X]]
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Die ganze Miihe nur damit man die Chernoff-Ungleichung anwenden kann
die besagt:

Fiir X := >, X; mit unabhéngigen Zufallsvariablen X; gilt
E (X
PIX < (1 — OE[X]] < exp (€2H>

Da globales Ziehen der Samples mit Zuriicklegen angenommen wurde, ist die
Forderung nach unabhingigen Zufallsvariablen erfiillt. Dann wird es schon
Zeit zu zeigen, dass die Fehlerwahrscheinlichkeit tatséchlich so klein wird wie
angekiindigt, wenn S nur richtig gewahlt wurde.

2
nP[X < S] < nexp <£> < ni fir S > ilnn
2 n? €2

Fir die Laufzeit bedeutet das zunichst, dass bei Splitterbestimmung
durch Samples der Lange S mit bis zu (1+¢€) N Elementen auf einem Prozes-
sor zu rechnen ist, die dementsprechend auch verschickt und sortiert werden
miissen. Leider muss das Sample geméf der bewiesenen Schranke sehr grofs
gewdhlt werden um € klein zu halten, da € dort quadratich eingeht. Die Zeit
fiir die eigentliche Bestimmung der Splitter hingt auch davon ab, welches
Verfahren fiir das Sortieren der Samples verwendet wird. Dabei bieten sich
alle bisher betrachteten Verfahren an. Bei kleinen Samples kann es sich als
sinnvoll erweisen die Samples iiber eine Gossip-Operation zu verteilen und
jeden Prozessor fiir sich alle Splitter bestimmen zu lassen oder sie iiber ei-
ne Gather-Operation bei einem Prozessor zu sammeln der sie sortiert und
iiber einen Broadcast verteilt. Ist das Sample grofer, so kann in einem Zwi-
schenschritt fiir das Sample wiederrum Sample Sort verwendet werden. Das
kleinere dort entstehende Sample kann dann mit einem Algorithmus fiir klei-
ne Eingaben sortiert werden.

Analyse:

klein wenn N>>plogp

sample sortieren
splitter sammeln/verteilen

logn —
T(”J)) = Tsort(o i > -,p) Tall gather(pyp) +

O(Nlogp) + jﬂallftofall((1 + 6)N7 p) + T‘seq((1 + E)N)

verteilen Datenaustausch

lokal sortieren

Sample Sort wurde bislang als randomisierter Algorithmus betrachtet, es
ldsst sich aber auch Deterministisch entwerfen. Um alle Phasen zu beschleu-
nigen werden hierbei die Daten zunéchst lokal sortiert. Jeder Prozessor wihlt
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nun fiir sich Elemente, die die lokalen Daten gleichméfig in S Teile aufspal-
ten, das ist das deterministische Sample. Ein Gossip der lokalen Samples
gibt allen Prozessoren die Moglichkeit fiir alle Samples lokale Ringe zu be-
stimmen. Uber ein All-Reduce werden daraus die globalen Ringe bestimmt.
Aus diesen Ringen lassen sich dann Splitter und auch entsprechende Inter-
valle berechnen die wie gewohnt verwendet werden, um den fiir die Daten
zustidndigen Prozessor zu finden. Dort miissen auch nicht mehr die empfan-
genden Daten vollsténdig sortiert werden, es reicht bereits p-Wege-Mischen
(Multiway Merge), da sortierte Teilfolgen vorliegen.

4.1.6 Multiway Mergesort

Algorithmus 4.6: Multiway Mergesort

sort ([di,O'-di,Nfl} ) H

Vg — —O0]
Up 1= 00;
for(k = 1; j<p—1; j++){

v := element with global rank k-n/p;
}
initialize p empty messages My, 0<k <p;
[ = 0;

for(k := 0; j<p; j++){
r = max({a|d;i, < v} U{-1});
write [d;;..di,;] to message Mj;
send My to PE k;

} .

receive p messages;

merge (received lists );

Erlauterungen: Bereits in der Beschreibung von Sample Sort wurde die
Moglichkeit erwihnt Splitter durch Selection zu bestimmen. Etwas dhnliches
wird in Multiway Mergesort getan. Das Sortieren zu Beginn des Algorithmus
soll es erleichtern die Splitter zu finden. Verwendet wird fiir die Suche nach
Splittern ein von Quickselect abgeleiteter Multiselect-Algorithmus. Dass die
Teilfolgen bereits sortiert gegeben sind erlaubt die Anwendung von Binr-
suche. Dieser Algorithmus ist allerdings noch immer um einen Faktor logp
langsamer als die untere Schranke von Q(plog %) fiir vergleichsbasierte Algo-
rithmen. Sind die Splitter bestimmt, kann wie bei Sample Sort jeder Prozes-
sor seine Elemente Intervallen zuordnen, wobei hier die Suche auch dadurch
vereinfacht wird, dass die Elemente lokal sortiert sind. Der Datenaustausch
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BE<v BE=v B>V

Abbildung 4.4: multisequence_partition; gesucht ist eine Aufteilung nach
dem 19. Rang, die als griin gekennzeichneten Elemente haben den gleichen
Schliissel, wie das Element mit diesem Rang (v)

wird dadurch begiinstigt, dass die Splitter gerade so gewdhlt wurden, dass
alle Prozessoren gleich viele Elemente erhalten. Das sorgt auch fiir optimale
Lastverteilung beim anschliefenden Verschmelzen der empfangenen Teilfol-
gen. An dieser Stelle profitiert man auch wieder vom anféinglichen Sortieren
der Elemente, da nun nur noch sortierte Teilfolgen und nicht Mengen von
Elementen vorliegen. Das alles macht Multiway Mergesort vor allem fiir Sha-
red Memory sinnvoll. Bei Distributed Memory muss darauf geachtet werden
Datenaustausch gering zu halten, indem sich beispielsweise alle Prozessoren
an jedem Select beteiligen.

Analyse:

T(nap) = Tseq(%) + Tmfselect(ﬂ p) + Tall—tofall(%ap) + Tmfwayfmerge(%7p) ~

p?

2log 2 4+ O(plogplog %) + pTisar + 5 Thyte + O(% log p)

4.1.7 MCSTL: Multiway Mergesort

Auch bei Multiway Mergesort bietet die MCSTL einen Algorithmus fiir Sha-
red Memory.

4.1.7.1 Multisequence Selection/Partition

Partition/Select fiir mehrere Sequenzen ist nicht Teil der STL. Trotzdem ist
der Algorithmus auch jenseits des hier beschriebenen Einsatzgebietes niitz-
lich, daher steht dieser sequentielle Algorithmus in der MCSTL auch sepa-
rat zur Verfiigung. Abweichend vom Fall mit nur einer Sequenz werden die
k Sequenzen Sy, .., Sk als sortiert vorausgesetzt. Alle Sequenzen zusam-
men enthalten . [Sj| = n Elemente. Es ist fiir jede Sequenz ein Splitter
so zu wihlen, dass die r global kleinsten Elemente von den n — r grof-
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ten getrennt sind. Die MCSTL-Implementierung garantiert sogar, dass bei
mehreren Elementen mit gleichem Schliissel sowohl die Ordnung beziiglich
Sequenzindex, als auch beziiglich Reihenfolge in der Sequenz beriicksichtigt
wird. Der asymptotisch optimale Algorithmus aus [16] dient als Grundlage
fiir den MCSTL-Algorithmus.

Der Algorithmus ist an Binédrsuche angelehnt. Zu Beginn werden von al-
len Sequenzen nur die mittleren Elemente ausgewéhlt. Auf diesen Elementen
wird im Kleinen gemacht, was der Algorithmus im Grofsen erreichen soll. Es
werden unter den k gewihlten Elementen die r - k/n kleinsten Elemente in
die “linke” Partition iibernommen und die restlichen in die “rechte”. So ist in
jeder Sequenz bereits eine obere oder untere Grenze festgelegt (wobei eine
Grenze immer am mittleren Element liegt und die andere an einem Ende
der Sequenz). Diese Grenzen wachsen in den Folgenden Schritten aufeinan-
der zu, wihrend neue Elemente zur Auswahl hinzugenommen werden. Der
Algorithmus ist fertig, wenn sich die Grenzen treffen.

Jeder Schritt besteht aus zwei Phasen. In der ersten Phase werden k neue
Elemente betrachtet. Dazu wéhlt man sich in jeder Sequenz das Element
aus, das in der Mitte zwischen den bisherigen Grenzen liegt. Diese Elemen-
te werden zunfichst mit dem (global) groften Element der linken und dem
(global) kleinsten in der rechten Partition verglichen. Abhéngig vom Ergeb-
nis legt dieses Element dann die neue linke oder rechte Grenze fest. Ist ein
neues Element kleiner als das Grofste der linken Partition, ist es das neue
Grenzelement der linken Partition in der eigenen Sequenz. Ist es grofer als
das kleinste Element der rechten Partition, begrenzt es die rechte Partition.
Bei Elementen, die nicht durch die Elemente in einer der Partitionen klas-
sifiziert werden kdnnen, muss man sich zu Beginn festlegen, ob immer die
linke oder die rechte Partition sie erhilt. Wenn mdoglich kann man auch den
Mittelwert zwischen den Groéfsen der Randelemente fiir die Zuordnung be-
nutzen, um dieses Problem ganz zu vermeiden. Nach der ersten Phase muss
das Verhéltnis zwischen den beiden Partitionen nicht erhalten bleiben. Es
sind aber hochstens k& Elemente auf der falschen Seite. Es miissen also O(k)
Elemente aus einer Partition extrahiert werden und in die andere eingefiigt.
Benutzt man geeignete Datenstrukturen, so braucht man O(logk) Zeit um
ein globales Randelement in einer Partition zu finden und die gleiche Zeit,
um es in die andere Partition einzufiigen. In der ersten Phase werden also
k Elemente betrachtet und in der zweiten Phase benotigt man O(k - 2log k)
Zeit um das Grofenverhdltnis wiederherzustellen. Insgesamt ergibt sich also
eine Laufzeit von O(klog k) pro Schritt. In jedem Schritt ist das mittlere Ele-
ment zwischen den Grenzen die neue Grenze und der Abstand zwischen den
Grenzen halbiert sich. Nimmt man vereinfachend an, dass Unterschiede in
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126 7 91115 71
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Abbildung 4.5: Beispiel fiir MCSTL-Algorithmus

multisequence_partition; gesucht ist eine Aufteilung nach 14 Ele-
menten; In grau sind Elemente dargestellt, die noch nicht betrachtet werden.
Die Randelemente sind farblich hervorgehoben. Die 12 wird in der zweiten
Phase von Schritt 2 von der linken in die rechte Partition iibernommen,
ebenso die 11 in der zweiten Phase von Schritt 3

der Sequenzldnge durch Padding gelost werden, so benotigt man log max; S;
Schritte.
Analyse:

T(n,p) € O(klogk - logmax |S}|)
j

4.1.7.2 Multiway Merge

Die merge(Mischen)-Operation erhilt zwei Sortierte Folgen und mischt die
Elemente zu einer einzelnen sortierten Folge. Auch hier verallgemeinert die
MCSTL den Algorithmus von zwei auf k sortierte Folgen Sy, .., Sx_1 mit ak-
kumulierter Linge n. Im ersten Schritt des Algorithmus werden die Folgen
durch (p — 1)-faches Abspalten der n/p kleinsten Elemente aufgeteilt. Hier
kann jeder Prozessor eine Abspaltung {ibernehmen, indem er den sequentiel-
len multisequence_partition-Algorithmus aufruft. Nun hat man fiir jedes
i zwischen 0 und p — 1 (womdglich leere) Teilfolgen Sp;, .., Sk—1),, liber die
alle Elemente mit Rang i - n/p bis (i + 1) - n/p verteilt sind.
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deleteMin()
+ update
B ——

Abbildung 4.6: Loser Tree

Ab diesem Punkt muss jeder Prozessor fiir sein i ein sequentielles Merge
auf den Listen Sp; bis S(x—_1),; durchfiihren. Ein Verfahren, das diese Auf-
gabe in O(logk - n/p) Zeit erledigt basiert auf Tournament Trees, genauer
einem Loser Tree. Diese Baume haben die Struktur einer Visualisierung von
Turnierergebnissen im K.-o0.-System. Die Blétter sind die zu vergleichenden
Elemente, in den inneren Knoten stehen die “Verlierer” von Paarungen, in
diesem Fall ist es das Kind mit dem grofseren Schliissel. Damit stehen in den
inneren Knoten Duplikate von Blattknoten. Entfernt man im einmal gefiill-
ten Baum den kleinsten Knoten, der als Sieger noch iiber der Wurzel steht,
muss der Baum aktualisiert werden. Es ist fiir den Knoten bekannt, welches
Blatt zu ihm gehort. Von dort aus reicht ein Aufstieg zur Wurzel, um den
neuen kleinsten Knoten zu bestimmen. Die Laufzeit ein minimales Element
zu bestimmen liegt also in O(log k) sobald der Baum einmal aufgebaut ist. Da
ein Prozessor hier bei Elementen mit gleichem Schliissel ganz leicht die Ord-
nung der urspriinglichen Sequenzen beibehalten kann, erbt der Algorithmus
die Stabilitdt von multisequence_partition.

Analyse:
T(n,p) € O(klogk -logmax |S;| + L log k)
J p

4.1.7.3 (Stable) Multiway Mergesort

Nun ist alles vorbereitet, was man fiir Multiway Mergesort in der MCSTL
braucht. Im ersten Schritt des Verfahrens sortiert jeder Prozessor bis zu [n/p]
Elemente sequentiell. Die so entstandenen p sortierten Folgen werden durch
multiway_merge zu einer gemischt. Das Ergebnis von multiway_merge ist
eine neue, sortierte Folge, die noch an den Platz der urspriinglichen kopiert
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Abbildung 4.7: MCSTL-Algorithmus: multiway_merge

werden muss. Gegeniiber Quicksort hat man also den Nachteil, dass das Sor-
tieren nicht in-place ist, sondern voriibergehend doppelten Platz braucht.
Zum Ausgleich benutzt man in der MCSTL fiir den ersten Schritt ein sta-
biles, sequentielles Sortierverfahren, damit fiir den ganzen Algorithmus die
Stabilitdt erhalten bleibt. Daher wird dieser Algorithmus verwendet, wenn
stable_sort aufgerufen wird.

Analyse:

nlogn

T(n,p) € O( +p10gp-10gg)

4.2 Parallele Prioritatslisten

Problembeschreibung: Eine Prioritéitsliste ist eine abstrakte Datenstruk-
tur. Thr zugrunde liegt eine Menge M, deren Elemente einen Schliissel besit-
zen miissen, der ihre Ordnung festlegt. Zu Beginn gilt M := (). Prioritétslisten
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miissen die Operationen insert und deleteMin unterstiitzen. insert fiigt
ein Element e zu M hinzu. deleteMin liefert das Element mit dem kleinsten
Schliissel zuriick und entfernt es aus M. Die Dauer jeder dieser Operatio-
nen kann von n := |M| zum Zeitpunkt der Ausfithrung abhingen. Bei der
hier betrachteten parallelen Priorititsliste werden insert und deleteMin ge-
dndert. Bei der parallelen insert*-Operation fiigt jeder Prozessor konstant
viele Elemente ein. Bei dem parallelen deleteMin* werden die p kleinsten
Elemente entfernt und jeder Prozessor erhilt eines.

Benutzt man fiir die sequentielle Prioritétsliste Binary Heaps, so liegt der
Zeitbedarf sowohl bei insert, als auch bei deleteMin in O(logn). Ein Ahnli-
ches Ergebnis wiinscht man sich auch fiir parallele Prioritétslisten. Es soll al-
lerdings auch beriicksichtigt werden dass insgesamt O(p) Elemente eingefiigt
oder entfernt werden. Die angestrebte Zeitschranke ist daher O(logn+logp).
Es gibt eine andere Definition des Problems fiir verteilte Algorithmen, bei
der die Prozessoren asynchron einzelne insert- oder deleteMin-Operationen
ausfithren. Bei diesem Problem, das hier nicht betrachtet wird, muss nicht
nur hohe Parallelisierung und damit Geschwindigkeit erreicht werden. Es ist
auch wichtig, dass trotz Zugriffen zu verschiedenen Zeiten auf verschiedenen
Prozessoren die Korrektheit erhalten bleibt.

Viele Algorithmen, die Prioritétslisten verwenden, kénnen mit der hier
betrachteten Parallelisierung nicht auf die gleiche Art verwendet werden. Al-
gorithmen, wie Dijkstras Algorithmus fiir die Bestimmung kiirzester Pfade,
funktionieren nur durch die sequentielle Struktur normaler Prioritétslisten.
Bei einer sequentiellen Implementierung von Dijkstras Algorithmus hat der
gefundene Pfad zu einem Knoten stets minimale Kosten, da ein Weg nur
erweitert wird, wenn es die giinstigste Erweiterung unter den moglichen ist.
Werden bei der Parallelisierung auch suboptimale Wege neben dem opti-
malen verfolgt, so kann spéiter der Knoten auf einem besseren Weg erreicht
werden. Ein typisches Problem, das von diesen Prioritétslisten profitiert, ist
die Simulation von diskreten Ereignissen. Wird ein Ereignis simuliert, so kon-
nen mehrere neue Ereignisse als Folge entstehen. Alle Prozessoren beziehen
also Ereignisse aus der Prioritéitsliste und fiigen bei der Simulation anfallende
wieder in die Liste ein, bevor sie ein neues Ereignis beziehen.

Eine einfache Umsetzung ist es die Prioritétsliste einem Prozessor zu iiber-
lassen. Er verwaltet dann eine sequentielle Priorititsliste und beantwortet
Anfragen aller anderen Prozessoren. Nicht nur dass diese Implementierung
dank ihrer Uberschaubarkeit gut zu debuggen ist, sie schligt bei speziellen
Anwendungen sogar viele verteilte Implementierungen. Durch eine zentrali-
sierte Verwaltung beschrinkt sich Kommunikation auf Anfragen und Ant-
worten. Asynchrone Zugriffe werden auf natiirliche Art und Weise geregelt.
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Bei wenigen Zugriffen wird also Zeit fiir die zur Verwaltung ndtige Kommu-
nikation gespart. Bei der hier betrachteten Anwendung werden aber immer
p Anfragen gleichzeitig gestellt, also wére sowohl fiir insert, als auch fiir
deleteMin Q(p(Tiart + logn)) Zeit fiir einen Prioritétslistenzugriff notig.

4.2.1 Eine Anwendung: Branch-and-Bound

Ein weiteres typisches Einsatzgebiet, das von nun an durchgehend als moti-
vierendes Beispiel dienen wird, ist das Branch-and-Bound Konzept. Fiir ein
gegebenes Problem wird die optimale Losung gesucht. Hier ist eine Losung
dann optimal, wenn sie minimale Kosten hat. Das Problem soll Teill6sungen
besitzen, durch die sich die Kosten nach unten abschéitzen lassen. Ein sol-
ches Problem wiére die Suche nach einem Pfad in einem Graph mit positiven
Kantengewichten, der vorgegebene Eigenschaften erfiillt und minimale Kos-
ten unter allen solchen Pfaden hat. Eine Teillosung sind dann Pfade, die die
gegebene Eigenschaft nicht erfiillen, sich aber geeignet erweitern lassen. Die
Kosten fiir einen solchen Pfad sind eine untere Schranke fiir die Kosten einer
daraus resultierenden Losung. Ein Schritt in einem auf Branch-and-Bound
basierenden Algorithmus besteht aus zwei Phasen. In der ersten Phase, der
Branchphase werden aus einer Teillosung neue Teillosungen bzw. Losungen
generiert. Die Zeit fiir das Erzeugen neuer Teillosungen wird im Folgenden Tk
genannt. Die Schranke fiir abgeleitete Teillosungen kann sich verbessern, also
nur gegen die tatsdchlich notigen Kosten wachsen. Ein Absinken der Schran-
ke ist nicht mdglich, da sonst die Schranke der vorhergehenden Teillosung
verletzt wire. In der Boundphase werden aus allen generierten Teillésungen
die entfernt, deren untere Schranke grofer ist als die Kosten fiir die Beste
gefundene Losung. Ziel ist es, Losungsansitze nicht weiterzuverfolgen, sobald
sie die beste gefundene Losung nicht mehr verbessern konnen.

Hier soll Branch-and-Bound als Suche nach einem Knoten mit minimalen
Kosten in einem Baum H(V, E) interpretiert werden. Die Knotenmenge V'
besteht dann aus Teillésungen und Losungen. Die Kinder eines Knotens sind
aus einer Teillosung abgeleitete Teillosungen und Losungen fiir das Problem.
Ein Knoten ist genau dann ein Blatt, wenn er eine Losung des Problems
reprisentiert. Es wird weiterhin eine Kostenfunktion c(v) definiert. Repré-
sentiert v eine Ldsung, so entspricht ¢(v) den Kosten dieser Losung. Ist v
eine Teillosung, so ist ¢(v) die zu der Teillosung gehorende untere Schranke
fiir abgeleitete Losungen. Die Kostenfunktion steigt als untere Schranke fiir
die Kosten der Losung auf einem Abwirtspfad monoton an. Das gesuchte
Blatt, das minimale Kosten hat, wird als v* bezeichnet. In V' C V sollen alle
Knoten liegen, deren Kosten héchstens so grofs sind, wie die von v*. Es gilt
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also V := {v € V: ¢(v) < ¢(v*)} und es soll m = ’f/ sein. Diese Menge
enthélt also alle Teillosungen, die in jedem Fall untersucht werden, da ihre
untere Schranke noch unter den Kosten der optimalen Losung liegt. Die Ein-

schrinkung des Baumes auf diese Knoten wird mit H bezeichnet, die Hohe
von H als h.

4.2.1.1 Sequentielles Branch-and-Bound

Algorithmus 4.7: Sequentielles Branch-and-Bound

Q := (sequential) Priority Queue;
Q.insert (root node);
while (v := Q.deleteMin () is not a leaf){
foreach (v' € successors of v){
Q.insert (v');
}
}

process (solution v);

Erlduterungen: Im ersten Beispiel soll vorgefiihrt werden, wie sich ei-
ne Prioritétsliste benutzen lassen kann, um einen sequentiellen Branch-and-
Bound-Algorithmus zu realisieren. Es wird in jedem Schritt der Knoten v mit
dem niedrigsten c(v) gewéhlt. Ist es kein Blatt, so werden in Tx Zeit die Nach-
folger bestimmt und in die Prioritétsliste eingefiigt. Da deleteMin() stets
den Knoten mit den niedrigsten Kosten liefert, steckt die Bound-Phase in der
Sortierung der Prioritétsliste. Das erste Blatt, das geliefert wird, hat minima-
le Kosten unter allen Knoten, die noch in der Prioritétsliste enthalten sind,
also konnte kein Knoten mehr gezogen werden, der die Losung verbessern
wiirde. Es werden also alle Knoten, die nicht in V liegen, sofort so eingefiigt,
dass sie erst nach dem besten Blatt gezogen werden wiirden. Alle m Knoten
von V miissen dagegen durchsucht werden und bis auf v* liegen nur innere
Knoten in V. Somit muss fiir jeden Tx Zeit aufgebracht werden, um Nachfol-
ger zu generieren. Bei den Prioritétlistenoperationen wird zunéchst m-faches
deleteMin() benétigt, da jeder Knoten in V extrahiert werden muss. Wei-
terhin gehoren zu jedem Knoten in V beschrinkt viele Einfiigeoperationen.
Da Elemente auferhalb von V nicht mehr betrachtet werden, ist das auch
alles was an Einfligeoperationen notwendig ist. Es ist also fiir jedes der m
Elemente eine durch eine Konstante beschrinkte Anzahl an Prioritétslisten-
operationen notig, deren Zeitbedarf in O(logm) liegt.
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Analyse:

Tieq € m(Tx + O(logm))

4.2.1.2 Branch-and-Bound nach Karp und Zhang

Algorithmus 4.8: Branch-and-Bound nach Karp und Zhang

Q := (sequential) Priority Queue;
i

f(i=0){

Q.insert (root node);
}
¢t = o0

while (35 : QQj # 0){
v = Q.deleteMin ();
if (c(v) = e){
Q = 0;
telse{
if(v is a leaf){
process (new solution v);

= c(v);
¢* 1= min; c*Q@Qj;
telse{

foreach (v' € successors of v){
select random je€{0,...,p—1};
(Q@j).insert (v');

}

}
}
}

Erliuterungen: Dieser Algorithmus aus [5] stellt eine Parallelisierung
von Branch-and-Bound dar. Es besitzt jeder Prozessor eine eigene sequenti-
elle Prioritétsliste. Im Wesentlichen funktioniert er wie der sequentielle Algo-
rithmus. Eine Anderung ist, dass mehrere Knoten parallel durch verschiedene
Prozessoren untersucht werden. Um gute Lastverteilung zu erreichen, werden
die generierten Nachfolger von Knoten nicht nur in die eigene Prioritétliste
eingefiigt. Stattdessen verteilt man die neuen Knoten zufillig iiber die Prio-
ritdtslisten aller Prozessoren. Wenn ein Prozessor bei diesem Algorithmus
einen Blattknoten findet, hat er nur das minimale Element von allen, die
er besitzt. Auf globaler Ebene kann es noch immer bessere Losungen geben.
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Damit andere Prozessoren ihre Suche ebenfalls rechtzeitig abbrechen kénnen,
teilt jeder Prozessor anderen die Kosten eines gefundenen Blattes mit. Wenn
in einem Schritt mehrere Blédtter gefunden werden, so wird iiber Redukti-
on die niedrigste Kostenschranke bestimmt. So kdnnen Prozessoren, die nur
teure Knoten besitzen ihre Prioritétsiste bereinigen, bis sie neue Knoten mit
niedrigen Kosten erhalten.

Da H noch immer durchsucht werden muss, ist m/p eine Untere Schranke
fiir die Laufzeit. Eine zweite Laufzeitschranke ergibt sich aus der Tatsache,
dass in H auf dem lingsten Pfad keine Parallelisierung méglich ist. Es ist
also auch h eine untere Schranke. Damit betrdgt auch die parallele Laufzeit
mindestens max{m/p, h} € Q(m/p+ h). In [9] wird gezeigt, dass mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1 —m ™% héchstens kz(% + h+1logm +logp) Schritte
fiir die Ausfithrung bendétigt werden, wobei k; und ks Konstanten sind. Diese
Zeit ist asymptotisch optimal.

Analyse:

T(n,m,p) € ON((% + h)(Tx + Teon + logm))

4.2.1.3 Branch-and-Bound und parallele Prioritétslisten

Algorithmus 4.9: Branch-and-Bound mit Parallelen Prioritétslisten

Q :— (sequential) Priority Queue;
Q.insert (root node);
C* = 00

while (Q #0){
v = Q.deleteMin *();
if (c(v) < c*){
if(v is a leaf){
process (new solution v);

= c(v);
¢ = minjc*Qj;
telse{

foreach (v € successors of v){
Q.insert*(v');
}
}
}
}
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Erlduterungen: Jetzt mdchte man bei der parallelen Implementierung
so viel wie moglich auf die Prioritétslisten abwélzen. Hier erhélt jeder Prozes-
sor am Anfang des Schrittes eines der p kleinsten Elemente. Das reicht auch
hier noch nicht, um sicher sein zu konnen, dass das erste gefundene Blatt auch
das gesuchte ist. Ein anderer Prozessor konnte im gleichen Schritt einen in-
neren Knoten erhalten haben, der zu einem giinstigeren Blatt expandiert.
Es ist daher wieder notig die Kosten der besten Losung zu speichern, um
festzustellen, wann eine Expansion nicht mehr nétig ist.

Die Abschétzung ist in diesem Fall etwas leichter. Es gilt immer noch
die untere Schranke von max{m/p, h}. Wenn in der Prioritiitsliste in einem
Schritt mindestens p Knoten aus H liegen, dann kann ein p-tel der Knoten
verarbeitet werden. Gdbe es nur solche Schritte, so wire der Algorithmus
nach m/p Schritten fertig. Es kann aber passieren, dass weniger als p Knoten
aus H in der Priorititsliste liegen, dann werden auch Knoten betrachtet, die
im sequentiellen Fall nicht betrachtet werden wiirden. Die in diesem Schritt
betrachteten Knoten aus H werden alle expandiert. Die Kindknoten dieser
Biaume haben eine um 1 grofere Hohe, also kann dieser Fall nur h Male
eintreten. Insgesamt kann der Algorithmus durch Alternieren zwischen beiden
Féllen hochstens m/p + h Schritte benotigen. Wie gewohnt kann in jedem
Schritt Tx Zeit fiir die Expansion der Knoten und O(Tpquene) Zeit fiir die
Prioritédtslistenoperation verbraucht werden.

Analyse:

T(TL, m,p) S (% -+ h)(TX -+ O(TPQueue))

Bisher muss bei Knoten, deren Nachfolger schnell generiert werden kon-
nen, gewartet werden, bis auch die anderen Knoten bearbeitet wurden. Um
das zu vermeiden, kann jeder Prozessor separate Prozesse fiir Prioritatslisten-
verwaltung und fiir Branch-and-Bound anlegen. Es wird nicht mehr gewartet,
bis alle Prozessoren neue Knoten brauchen, die expandiert werden sollen. So-
bald eine hinreichend grofe Anzahl an Prozessoren mit der Expansion fertig
ist, wird ein deleteMin* ausgefiihrt und sie erhalten bereits neue Daten.

4.2.2 Paralleles Select

Bevor es an die Realisierung paralleler Prioritéitslisten geht, wird hier eine
Hilfsfunktion eingefiihrt, die fiir das parallele deleteMin* wichtig sein wird.
Deswegen wird auch die Parallelisierung nicht allgemein, sondern nur fiir den
spiter bendtigten Spezialfall betrachtet.
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Problembeschreibung: Gegeben ist eine Menge @ mit |Q| = n und
ein k < n. Suche die k kleinsten Elemente in Q).

Die hier beschriebene Losung des Select-Problems angelehnt an einen
Algorithmus aus [2]:

Algorithmus 4.10: Select

Select (Q,k){

if (|0 < 5){

sort (Q);

return first k elements of @Q;
}
S := s random elements from Q;
sort (S);
u := element ranked (%s—i—Aw in S;
[ := element ranked L%S—AJ in §;

Q< = {geQ:q<};
Q> = {geQ:q>1};
Q = Q\(Q<UQ>);
if (|Q<| <k){
return (Q-USelect (Q',k—|Q<|));
telse{
i (|Q<| +1Q < k){
return Q- UQ'USelect (Qs ,k— (|Q<[+1(Q']));
telse{
return Select (Q< ,k);
}

}
}

Erlduterungen: Die Idee hinter dem Algorithmus ist zunéchst durch ein
zufilliges Sample S abzuschitzen, welche Elemente mit hoher Wahrschein-
lichkeit unter den k kleinsten liegen. Dazu wird aus dem Sample das Ele-
ment gewihlt, das das Sample in einem &hnlichen Verhéltnis aufteilt, wie k
das vollstdndige Q. Es miissen noch Abweichungen abgefangen werden, die
unvermeidlich durch unzureichend représentatives Sample, sowie die grobe
Aufteilung entstehen. Dazu wird ein um —A im Rang abweichendes Element
[ als untere und ein um A abweichendes Element u als obere Grenze ausge-
wihlt. Diese zwei Grenzen legen eine Aufteilung von @) in drei Mengen fest.
Die Menge Q' enthélt alle Elemente mit Grofe zwischen [ und wu, zu kleine
Elemente kommen in Q- zu grofse in (). Ist das k-te Element bei sortiertem
@ zwischen den so gewahlten Grenzelementen, so sind alle Elemente in )
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unter den kleinsten k. Weiterhin kénnen alle Elemente in ()~ ausgeschlossen
werden. Es muss also noch iiberpriift werden, welche Elemente in Q" unter
den ersten k sind. Rekursiv wird die Intervall so weit eingegrenzt, bis so
wenige Elemente iibrig sind, dass sie schnell sortiert werden kénnen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Rekursionsschritt das Problem auf
@' eingegrenzt werden kann hingt von s und A ab. Beide Parameter be-
einflussen ebenfalls die Zeit, die ein einzelner Rekursionsschritt kostet. Ein
groferes s erhoht den Sortieraufwand, macht das Sample aber reprisentati-
ver. Den Parameter A zu vergrofern erh6ht die Wahrscheinlichkeit, dass das
k-te Element zwischen [ und u liegt, vergroert aber auch das @ auf das
eingeschrankt wird.

Fiir die Parallelisierung wird hier nur ein Sonderfall betrachtet, bei dem
n = plogp und k = p gilt. Dieser Fall wird spéter auftreten. Fiir die Sam-
plegrofe s bietet sich im parallelen Fall /p an, da so viele Elemente durch
schnelles Ranking (4.1) mit wenigen kollektiven Kommunikationsoperatio-
nen sortiert werden kénnen. Bei plogp Elementen ist die Samplegrofe dabei
noch ausreichend, um in jedem Iterationsschritt bei A € ©(p'/4+¢) mit hoher
Wahrscheinlichkeit wie gewiinscht eine Einschriankung auf Q' zu erreichen.
Beweisen lisst sich das mit Chernoff-Schranken. Ahnlich wie bei Sample-
Sort (4.5) zeigt man, dass bei Ziehen der Samples mit Zuriicklegen die Wahr-
scheinlichkeit, dass zu viele zwischen w und [ liegen sehr niedrig ist. Damit
sind von anfinglich plogp Elementen bereits nach O(1) Rekursionsschrit-
ten hochstens noch /p Elemente iibrig, die wieder schnell sortiert werden
koénnen. Ist T, die Zeit fiir eine kollektive Kommunikation, so braucht der
Algorithmus in jeder Rekursionsebene O(T¢oy) Zeit zum Sortieren des Samp-
les mit schnellem Ranking und ebenfalls O(T,,y) fiir eine Prifixsumme, mit
der die Elemente den drei Mengen zugeordnet werden. Auf eine Umvertei-
lung wird nach der Préfixsumme verzichtet, da zufillige Verteilung bereits
eine gute Lastverteilung wahrscheinlich macht. Nach O(1) Ebenen sind noch
/P Elemente vorhanden, die wieder in O(T¢qy) sortiert werden.

Analyse:

T(p logp, p) S O(Tcoll)
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Q. Q Q

Abbildung 4.8: Eine Select-Rekursion

4.2.3 Parallele Prioritatslisten

Die nun beschriebene Prioritétsliste nach [11] setzt wieder auf eine sequenti-
elle Prioritétsliste fiir jeden Prozessor. Fiir insert* greift man die Idee aus
dem Algorithmus von Karp und Zhang auf. Randomisierung hilft auch hier
dabei die Knoten einigermafen gleichmifig iiber die lokalen Prioritétslisten
zu verteilen. Chernoff-Schranken lassen sich anwenden, um zu zeigen, dass bei
einer insert*-Operation mit hoher Wahrscheinlichkeit héchstens O(lolgoig =)
neue Elemente in eine lokale Prioritétsliste eingefiigt werden. Da die Ele-
mente gleichméfkig verteilt sein sollten, kostet das Einfiigen eines Elementes
in eine lokale Priorititsliste O(log2) Zeit. Zusammen mit dem kollektiven
Nachrichtenaustausch, der stattfinden muss, um die Elemente auf die Pro-
zessoren zu bringen, in deren Prioritétsliste sie gehdren, ergibt sich fiir ein
insert* ein Zeitbedarf von

1
8P 1oe ™)

Tcoll + 0(7 - log
loglogp p

Bessere lokale Prioritdtslisten konnen diese Schranke senken, es sollte aber
darauf geachtet werden, dass bessere amortisierte Schranken moglicherweise
nicht reichen. Es ist keine Verbesserung zu erwarten, wenn jeder Prozessor
fiir sich nur in seltenen Fillen lange braucht, aber bei jedem insert# fiir
einen der Prozessoren dieser seltene Fall eintritt.

Eine komplexere Funktion stellt bei dieser Realisierung deleteMin* dar.
Anders als bei Karp und Zhang sollen die Prozessoren nicht mehr nur das
kleinste Element ihrer Prioritétsliste erhalten. Nach deleteMin* soll jeder
Prozessor eines der p kleinsten Elemente aus der Vereinigung iiber alle lokalen
Prioritatslisten besitzen. Eine erste Version konnte dann wie folgt aussehen:
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Algorithmus 4.11: deleteMin*

deleteMin *(Q1 ,n,p){
Qo := the O(logp) smallest elements of Qi;
M := select (U;Qo@j,p);
enumerate M = {eg, - ,ep_1};
assign e; to PE j;
if (max;e; > min, Q1QFk){
expensive special case treatment;
}

empty (o back into Q;

Im ersten Schritt werden aus jeder der p lokalen Listen @; die kleins-
ten log p Elemente herausgenommen und in eine sortierte Liste Qo abgelegt.
Bei O(log %) Zeit fiir ein lokales deleteMin ist die Gesamtzeit zum erzeugen
der Qg in O(logplog %) Es ist sehr wahrscheinlich, dass in der Vereinigung
iiber alle lokalen ) die p kleinsten Elemente liegen. Paralleles Select (4.2.2)
liefert die p kleinsten Elemente aus allen lokalen ()y. Wie bereits gezeigt,
ist O(Tcon) Zeit notig, um die kleinsten p Elemente aus insgesamt plogp zu
bestimmen. Die so bestimmte Menge der p kleinsten Elemente wird mit M
bezeichnet. Uber eine Priffixsumme lassen sich die Elemente in M durchnum-
merieren. Diese Elemente werden in einer weiteren kollektiven Operation an
die entsprechenden Prozessoren ausgeliefert. Prifixsumme und Verteilen der
Elemente kosten jeweils O(T¢on) Zeit. Es ist wieder O(Teo) Zeit notig, um zu
priifen, ob in einem Lokalen ()7 noch immer mindestens ein Element ist, das
kleiner ist, als das grofite in M. Wenn das passiert, dann hat es nicht gereicht
nur die logp kleinsten Elemente aus jeder lokalen Prioritétsliste zu beriick-
sichtigen. Dieser Sonderfall kostet dann polynomielle Zeit. Anschliefend sind
die p kleinsten Elemente bekannt und was noch von den lokalen @, iibrig
ist, muss wieder in () einsortiert werden. Da auf jedes @)y ein Element in
M kommt, muss zumindest ein Prozessor O(logp) Elemente in Q; mischen.
Damit kostet es O(logplog %) Zeit (Qp wieder in @1 zu mischen.

Eine Verbesserung erreicht man dadurch, dass man )y nicht mehr fiir
jede Operation komplett neu bestimmt. Da sich an einem lokalen () bei je-
dem Einfiigen relativ wenig dndert, dndert sich auch auch an )y nicht viel.
Fiir die Elemente von (o bedeutet es vor allem, dass viele immer wieder
neu aus () gezogen und einsortiert werden miissen. Um diesen Aufwand zu
senken macht man die Aufteilung in )y und @) permanent. Dabei bleibt Q)4
eine sequentielle Prioritétsliste und )y ein sortiertes Array. Neue Elemente
werden durch insert* nun in @)y eingefiigt. Dazu werden die einzufiigenden
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Elemente sortiert und durch ein Merge mit dem sortierten Jq kombiniert.
Um Qg 7zu beschrinken, wird es nach log p Einfiigeoperationen wieder in @y
geleert. Mit Chernoff-Schranken lésst sich wieder zeigen, dass bis dahin mit
hoher Wahrscheinlichkeit O(logp) Elemente in @)y sind. Das Verschmelzen
mit @7 hat dann Kosten O(logp - log %) Da alle Prozessoren das zur glei-
chen Zeit tun, lassen sich hier amortisierte Schranken anwenden und iiber
die logp Schritte gemittelt bleibt noch O(log %) Zeitbedarf iibrig. Da man
von O(logp) Elementen zu jedem Zeitpunkt ausgeht, kann auch die Merge-
operation beim Einfiigen abgeschitzt werden. Es werden bis zu 0(101;1%)
neue Elemente mit O(log p) Elementen in Q gemischt, das hat Zeitbedarf in
O(logp). Dieser logarithmische Term wird durch die Zeit fiir die kollektive
Nachrichtenoperation dominiert, in der zu Beginn die Elemente zufillig iiber
die Prozessoren verteilt werden. Ein insert* dauert also

O(Tcoll + IOg %)

Zeit, zusammengesetzt aus dem Verteilen und dem amortisierten Leeren von
o, das alle log p Schritte stattfindet.

Bei jeder deleteMin*-Operation wird zunéchst gepriift, ob die p kleins-
ten Elemente in @y liegen. Dafiir muss nur in einer kollektiven Operation
bestimmt werden, ob mindestens p Elemente in @ existieren, die kleiner
sind, als das minimale in ). Gilt das nicht, so nehmen alle Prozessoren das
kleinste Element aus ihrem @Q; zu @)y hinzu. Das zufiillige Verteilen beim
Einfiigen macht es sehr wahrscheinlich, dass es reicht O(1) Male das kleinte
Element aus jedem @ in das zugehorige Qg zu verschieben, bis keines der p
kleinsten noch in einem ) liegt. Wenn also die Anzahl der insert*-Aufrufe
der fiir deleteMin* entspricht, so werden auch hier mit hoher Wahrschein-
lichkeit nur O(logp) Elemente in @)y aufgenommen. Insgesamt &ndert sich
also nichts daran, dass @y eine erwartete Grofe von O(logp) hat. Es ergibt
sich die folgende, verbesserte Realisierung:

Algorithmus 4.12: deleteMin*

deleteMin*(Qo an 7n7p){
while (|{e € U;Q0@j : e < min(U;Q1@Qj)} < p){
Qo = QoU{Q.deleteMin ()};
}

M = select (Qo,p);
enumerate M = {ep, - ,ep-1};
assign e; to PE j;

}
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Abbildung 4.9: deleteMin*

Damit lasst sich auch fiir deleteMin* eine Laufzeit erreichen, die mit
hoher Wahrscheinlichkeit in O(T¢o + log %) liegt. Die Zeit fiir Select, Durch-
nummerieren und Verteilen der kleinsten p Elemente &ndert sich nicht. Es
muss aber in jedem Schritt nur O(1) Male auf Q; zugegriffen werden. Ein
Zugriff hat die Kosten log% und damit liegt die Zeit fiir diese Variante von
deleteMin* in R "

O(Tcoll + lOg 5)

Analyse:

fzjinselrt"‘ (nap) S O(Tcoll + log %)
Taeteentin* (n, p) € O(Teon +log %)

Weiter optimieren lassen sich noch Operationen auf lokalen Prioritétslis-
ten. An den Schranken dndern diese Optimierungen aber nichts. Da alle log p
Schritte Qg geleert wird, kann es sich beispielsweise lohnen Listenstrukturen
fiir 1 zu wahlen, die schnelle Mergeoperationen mit einer sortierten Liste
ermoglichen. Umgekehrt kann Qg nach dem Leeren auch wieder mit Elemen-
ten gefiillt werden. Dafiir kann @Q); ebenfalls so angepasst werden, dass auch
deleteMin fiir Mengen unterstiitzt wird.

4.3 Weiteres zur MCSTL

4.3.1 Find

Problembeschreibung: Gegeben ist ein Array a [0..n — 1] mit n Elementen
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Seq | par PEO PE1 PE2 PE3

0 ko k n-1

Abbildung 4.10: Beispiel fiir den find MCSTL-Algorithmus

und ein Pridikat P. Gesucht ist das minimale k fiir das das P(a [k]) wahr
wird.

Das allgemeine Problem wird in der STL von find_if geldst wo ein iiber-
gebenes Prédikat zu erfiillt werden soll. Aber auch die Spezialfélle £ind und
mismatch lassen sich iiber Gleichheit als Pridikat realisieren.

Sequentiell braucht das Problem O(k) Zeit, man geht einfach durch das
Array und iiberpriift, ob das gesuchte Element gefunden ist. Bei der naiven
Parallelisierung wird das Array gleichméfig unter den Prozessoren aufgeteilt,
jeder sucht in seinem Abschnitt nach einem geeigneten Element. Gibt es im
ganzen Array nur eines, so liegt der Aufwand in 2(n/p), da nur ein Prozessor
vorzeitig abbrechen kann. Statt aber fiir einen frithen Abbruch zusdtzliche
Kosten zur Uberpriifung zu investieren, iiberlisst man diese Aufgabe der
Arbeitsaufteilung.

Sollte das gesuchte Element bereits sehr friith vorkommen, so lohnt es
sich womoglich gar nicht mit der Parallelisierung zu beginnen, da dort die
Kosten fiir die Initialisierung moglicherweise hoher sind, als fiir sequentielle
Bestimmung. Deswegen werden die ersten kg Elemente, fiir ein festes ko,
sequentiell durchsucht. Von da an nimmt sich jeder Prozessor einen immer
grofer werdenden Block aus dem Array. Dazu wird eine Variable fiir den
Index des ersten Elementes angelegt, das keinem Prozessor zugewiesen ist.
Uber fetch-and-add kann der Zugriff auf diese Variable kontrolliert werden.
So wird sichergestellt, dass nur ein Prozessor sich einen neuen Block sichert.
Wenn ein Prozessor seinen Block durchsucht hat, beginnt er einen neuen,
wobei die beanspruchte Blocklinge jedes Mal um einen konstanten Faktor
erhéht wird, bis sie eine maximalldnge erreicht hat. Hat er das gesuchte
Element gefunden, beansprucht er alle verbleibenden Elemente fiir sich. So
kann eine Laufzeit von O(k/p) garantiert werden. Im schlimmsten Fall haben
alle Prozessoren einen neuen Block mit einer um Faktor ¢ vergrofierten Linge
begonnen und ein Prozessor trifft gleich beim ersten Element auf die Losung.
Damit muss jeder Prozessor insgesamt c¢(k — 1)/p + B Elemente bearbeiten,
wobei B die anfiingliche Blockldnge ist. Nur einer ist nach (k—1)/p+1 fertig,
was die anderen Prozessoren aber erst bemerken, wenn sie ihre neuen Blocke
abgearbeitet haben.
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Analyse:
k
T(n,p) € 0(;)

4.3.2 Random Shuffle

Aufgabe der random_shuffle-Operation ist es, eine vorgegebene Folge zu-
fallig zu mischen. Mit dem Sortierproblem gemeinsam hat dieses Problem,
dass viele Daten schnell umverteilt werden miissen. Auch wenn das Tau-
schen der Elemente zuféllig stattfindet und nicht strukturiert, bleiben viele
Eigenschaften erhalten. So hat random_shuffle als paralleler Algorithmus
sowohl bei verteiltem Speicher und dem Kommunikationsaufwand, als auch
bei gemeinsamem Speicher und konkurrierenden Cachezugriffen vergleichba-
re Anforderungen.

Der STL-Ansatz besteht hier daraus, einmal durch die Elemente zu ite-
rieren und jedes dabei mit einem zufillig gewdhlten anderen zu tauschen.
Ein solches Vorgehen ist alles andere als cacheeflizient, da immer wieder auf
verschiedene Positionen in der Sequenz geschrieben wird. Stattdessen wird
fiir die MCSTL in drei Schritten auf Basis des Mersenne Twister zuféllig
gemischt. Zunichst teilt jeder Prozessor fiir sich seine Elemente zufillig k
lokalen Buckets zu. Hier wird nur sequentiell gelesen und in k Arrays se-
quentiell geschrieben. Die kp so entstandenen Buckets werden im zweiten
Schritt zu insgesamt %k zusammengefasst, indem alle p lokalen Buckets mit
dem gleichen Index zu einem globalen vereinigt werden. Im dritten Schritt
wird innerhalb dieser k£ Buckets zuféllig permutiert. Zum Schluss kénnen alle
Buckets wieder zu einer Folge zusammengesetzt werden.

Analyse:

ﬂmm60§+m
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Abbildung 4.11: Beispiel fiir den random_shuffle MCSTL-Algorithmus
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5 Graphenalgorithmen

5.1 List Ranking

Den Anfang macht ein Problem, das an der Grenze zu den Graphenalgorith-
men steht. Ziel ist es eine verkettete Liste in ein Array zu konvertieren. Eine
verkettete Liste kann durchaus als spezieller Graph betrachtet werden. Im
Zusammenhang mit parallelen Algorithmen ist das Problem auch besonders
interessant, da lange Pfade sich schlecht parallelisieren lassen. In Arrays las-
sen sich dagegen viele Probleme gut unter den Prozessoren aufteilen, selbst
wenn die Reihenfolge der Elemente eine wichtige Rolle spielt. Um iiberhaupt
Parallelisierung zu ermdoglichen wird hier das Problem in einer Form ange-
nommen, in der zwar bereits iiber einen Index auf alle Elemente zugegriffen
werden kann, dieser Index aber nichts {iber die Reihenfolge in der Liste aus-
sagt.

Problembeschreibung: Gegeben ist eine Liste L mit n Elementen. Die
Funktion S(j) liefert den Index des Nachfolgers geméf der Listenordnung
fiir das Element mit Index j. Die Funktion P(j) liefert analog dazu den
Vorgingerindex fiir das Element mit Index j. Fiir das erste Element A in der
Liste ist P(h) := h, fiir das letzte Element ¢ gilt S(¢) := ¢. Zu bestimmen
ist R(j) := min{k : S*(j) = t} fiir jedes Element j. Es wird also eine
Rangfunktion gesucht, die fiir jedes Element den Abstand vom Listenende
zuriickgibt. Ein Array A [0..n — 1] erhélt man mit dieser Funktion ganz leicht,
indem man die Zuordnung A [n — 1 — R(j)] := L [j] fiir jedes j anwendet.
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5.1.1 Pointer Chasing

Algorithmus 5.1: Pointer Chasing

Jo=t

for(k := 0; k<n-—1; k++){
R(j) = k;
j = P@):

}

Erlduterungen: Die sequentielle Losung fiir das Problem bedarf kaum
einer Erkldrung. Ist das letzte Element der Liste ¢ gefunden, so folgt man nur
noch den Vorgingereferenzen und nummeriert die Elemente dabei durch. Ist
die suche nach dem Listenende notig, so ldsst sie sich leicht parallelisieren.
Das Traversieren der Liste dagegen bietet keine natiirlichen Angriffspunkte
fiir Parallelisierung.

Analyse:

5.1.2 Doubling mit PRAM

Ein wichtiger Ansatz lineare Strukturen parallel zu untersuchen nennt sich
Doubling. Dabei profitiert man in jedem Schritt von den Abkiirzungen, die
andere Prozessoren finden, um logarithmische Zeit zu erreichen:
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Algorithmus 5.2: Doubling

Qi) = S(i);
if(S3i)=14){
R(i) := 0;
telse{
R(i) = 1;
}
while (S(Q(i)) # Q(i) ){
R() - R(i)+ RQ():

Erlduterungen: Dieser Algorithmus ist auf eine CREW PRAM mit
p = n Prozessoren ausgelegt. Der Prozessor mit dem Index 7 bestimmt dabei
den Rang R(:) fiir ein Listenelement. Das Verfahren, das dafiir benutzt wird,
wird Doubling genannt. In jedem Schritt wird durch jeden Prozessor in ein
eigenes QQ(7) eine Abkiirzung gespeichert. R(i) enthélt die Linge des Pfades,
der iiber diese Abkiirzung iibersprungen wird. Zu Beginn wird der direkte
Nachfolger dort gespeichert und entsprechend ist R(i) fiir diesen Fall 1, wenn
das Element nicht am Ende der Liste liegt. In jedem Schritt wird der Pfad, der
durch Q(4) tibersprungen wird, verlingert. Dazu wird beim neuen Pfad das
Element mit dem Index Q(¢) ibersprungen. Stattdessen wird die Abkiirzung
direkt auf Q(Q(7)) umgeleitet. Die Linge des iibersprungenen Pfades setzt
sich aus der Lénge des Pfades bis Q(¢) und der Lange R(Q(7)) von dort aus
bis Q(Q(7)) zusammen. Wenn Q(Q(7)) nicht auf das letzte Element der Liste
zeigt, dann verdoppelt sich so der Pfad, der durch Q(i) tibersprungen wird,
sonst steht in R(7) anschliefend das Ergebnis. Insbesondere sind fiir das erste
Element in der Liste ©(logp) Schritte notig, bis in R(i) das Ergebnis steht.

Analyse:

T(n,n) €0(logn)
W(n,n) €0(nlogn)
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Abbildung 5.1: Doubling mit PRAM; links als Array dargestellt, rechts die
Eintrége in Listenreihenfolge
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5.1.3 Paralleles List Ranking durch Entfernen unabhin-
giger Teilmengen

Algorithmus 5.3: List Ranking by Independent Set Removal

independentSetListRanking (n,S ,R){

if(p>n){

doubling (n,S,R);

return;
}
I:c{0.n—-1},jel= S €I,
f:{0.n—=1}\I - {0.n—1—|I|} bijective;
//remove independent set:
parallel foreach (i ¢ I){

if(S(i)el){
S'(f(@) = S(S(i):
RI(f(i) = R(i)+ R(S(i));

i)
(
f
telse{
S'(f(@) = S@);
: RI(f(i) == R(i);
independentSetListRanking (n — |I|,S",R’);
parallel foreach (i ¢ I){
RG) = R(0):

parallel foreach (ieI){
R(i) = R(i) + R(f(S(1)));

Erlauterungen: Man koénnte Doubling auf allgemeine p iibertragen,
indem jeder Prozessor % Elemente iibernimmt. Dadurch erhélt man eine
Laufzeit von O(3logn). Es liefert aber eine Verbesserung nicht das gesam-
te Doublingverfahren fiir jedes Element durchzufiihren. Es wird stattdessen
zunéchst in jedem Schritt eine Teilmenge I entfernt, wobei fiir kein Element
j von I der Nachfolger S(j) auch in I liegen darf. Ein solches I wird als un-
abhéngige Teilmenge (Independent Set) bezeichnet. Insbesondere liegt das
letzte Element nicht in 7, da es sein eigener Nachfolger ist. Die Eigenschaft,
dass keine benachbarten Elemente in [ liegen, sichert zu, dass zunéchst fiir
jedes Element, dessen Nachfolger oder Vorgédnger in [ liegt, in einem Schritt
eine “Abkiirzung” gelegt werden kann, die das Element in I iiberspringt. Wie
bei Doubling muss sich wieder die Anzahl der so iibersprungenen Elemente
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als Pfadlinge gemerkt werden. Auch hier addieren sich beim Uberspringen
die Lingen der zusammengefassten Pfade auf. Rekursives Entfernen unab-
hingiger Teilmengen liefert irgendwann eine Restmenge, die noch p oder
weniger Elemente enthilt. Fiir diese Elemente kann wie gewohnt Doubling
verwendet werden, um die finalen Rénge der Elemente zu bestimmen, da die
Langen der Pfade, die iiber als unabhéingige Teimengen entfernte Elemente
verlaufen, bereits bekannt sind. Die unabhédngigen Teilmengen kénnen dann
in umgekehrter Reihenfolge wieder hinzugenommen werden. Fiir jedes Ele-
ment einer unabhéngigen Teilmenge kann — wieder dank der Eigenschaft,
dass der Nachfolger fiir ein Element nicht enthalten ist — in einem Schritt
aus dem bekannten finalen Rang des Nachfolgers ebenfalls der finale Rang
bestimmt werden. Sobald also auf diese Weise alle unabhéngigen Teilmengen
wieder integriert wurden, ist der Rang fiir jedes Element bekannt. Es fallt
auf, dass man sich hier gegeniiber der naiven Parallelisierung des Doubling
gespart hat diese Elemente in jedem Schritt zu aktualiseren.

Fiir die Analyse ist wichtig, wie eine unabhéingige Teilmenge bestimmt
wird und wie gut sich die urspriingliche Liste dadurch verkleinern lisst. Bei-
des soll jetzt prézisiert werden. Das Problem eine unabhéngige Teilmenge der
Groke 5 zu bestimmen ldsst sich schlecht parallelisieren. Zu gunsten der Lauf-
zeit wird daher keine optimale Losung verlangt und dann hilft wieder einmal
Randomisierung weiter. Jeder Prozessor ist fiir % Elemente verantwortlich.
Er wihlt fiir jedes davon zunichst zufillig 1 oder 0. Die Elemente, bei denen
eine 1 gewdhlt wurde, sind Kandidaten fiir /. Jetzt geht jeder Prozessor seine
Elemente noch einmal durch und setzt das Kandidatenbit bei allen Elemen-
ten j auf 0, deren Nachfolger S(j) auch eine 1 zugewiesen wurde. Von allen
Ketten aus Elementen mit Kandidatenbit 1 darf also nur das letzte seines
behalten. Nach dieser Bereinigung erhélt man ein [, das den Anforderungen
entspricht. Da die Bits zuféllig gesetzt wurden, ist vor der Bereinigung je-
de der vier moglichen Kombinationen von eigenem und Nachfolgerbit gleich
wahrscheinlich. Das ergibt eine Wahrscheinlichkeit von i dass ein Element
zu I hinzugenommen wird. Es ist also [I| ~ % zu erwarten. Tatséchlich kann
I sehr klein werden, durch wiederholtes Ausfiihren des Verfahrens kann aber
ein |I| > £ garantiert werden. Eine Ausfiihrung bendtigt O(%) Zeit, in der
jeder Prozessor einen gleichen Teil der Elemente zweimal durchgeht. Da nach
konstant vielen Versuchen || > % zu erwarten ist, bleibt es bei einer erwar-
teten Laufzeit von O(%) fiir die Bestimmung einer unabhéngigen Teilmenge
I.

Die Laufzeit fiir einen Rekursionsschritt wird durch Terme in O(%) und
in O(logp) bestimmt. Bei der letzten Rekursion mit bis zu p Elementen
fillt O(logp) Zeit fiir Doubling an. Bei den vorhergehenden Rekursionen mit
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mehr Elementen muss zunédchst I mit O(%) Zeitbedarf bestimmt werden. Die
Elemente, die nicht zu I gehdren miissen einen neuen Index erhalten, damit es
keine Liicken gibt. Diese Aufgabe wird von einer Préfixsumme erfiillt, wenn
die Werte, die durch sie aufsummiert werden sollen, bei allen Elementen aus
10 sind und 1 fiir alle, die nicht in I liegen. Das bendtigt wieder O(%) Zeit
fiir lokale Operationen auf einzelnen Elementen und O(logp) fiir Austausch
zwischen den Abschnitten. Alle weiteren Operationen in einem Schritt haben
wieder einen Aufwand von O(2), da auch hier alle Elemente aktualisiert
werden miissen und die Prozessoren diese Arbeit gleichméfsig untereinander
aufteilen konnen. Bei mehr als p Elementen in einem Rekursionsschritt wird
der Algorithmus mit %n Elementen rekursiv aufgerufen. Insgesamt ergibt sich
damit folgende Rekurrenzgleichung:

T(n,p) € O( +logp) —l—T(;l D)

Die Rekursionstiefe liegt in O(log %), also gilt:

o
T(n,p) € O()_ (—2— +logp))
k=0 p
log% 4
n
:0(; Z(g>k +log — log p)
k=0

= O(E + log — log p)
p p
Bei p = m ergibt sich ein besonders eleganter Fall. Dann gilt
namlich:
n
T =Tn, ——
(n.p) (m, lognloglogn
1 log1 1 log 1
cOn ognloglogn + log(n ognlog Ogn)log n )
n lognloglogn
= O(lognloglogn + log(log nloglogn) log I L—
log nloglogn

n

= O(lognloglogn + (loglogn + logloglogn) )

logm———+—
lognloglogn
€0(loglogn) W

= O(lognloglogn)
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Abbildung 5.2: Paralleles List Ranking durch Entfernen unabhéngiger Teil-
mengen; links als Array dargestellt, rechts die Eintrige in Listenreihenfolge

Bei der Arbeit ergibt sich durch die Nutzung dieses Algorithmus und von
m Prozessoren sogar eine Verbesserung gegeniiber dem PRAM-Doubling
mit n Prozessoren:

n
W(n,p) = Wn, —————
(n.p) (m, lognlog logn)

n n

T(n,

O(lognloglogn)

)

B log nloglogn
n

log nloglogn
E F—

logn loglogn
=0(n)

Analyse:

T(n, )60( +log logp)
T(n,
W(n

n )€ O(log nloglogn)

) € O(n)

lognloglogn
n

"lognloglogn
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5.2 Minimum Spanning Tree

Das Problem des Minimalen Spannenden
Baums (MST) ist weit verbreitet, als ein ein-
faches, nicht triviales Graphenproblem. Des-
halb wird es hier stellvertretend fiir alle Gra- 8
phenprobleme behandelt.

Beim MST-Problem ist ein zusammenhén- 2 4 6
gender ungerichteter Graph G = (V, FE) 1 I/ 2

durch seine Knoten V und Kanten E C

V x V gegeben. Jede Kante ¢ € FE hat Ein Graph mit seinem MST
ein Gewicht c(e) € Ry. Die Knotenanzahl |V| wird mit n bezeichnet und
Kantenanzahl |E| mit m. Gesucht ist ein zusammenhéngender Subgraph
G' = (V,E') mit E' C FE, der alle Knoten beinhaltet und das minimale
Gewicht " c(e) hat.

ecE’
Die meisten Algorithmen arbeiten mit folgenden beiden Eigenschaften um

festzustellen, dass eine Kante auf jeden Fall in der Ldsung sein kann, bzw.
auf keinem Fall in der Lésung sein muss.

D)L
6| & |5

5.2.0.1 Cut Property 3

ONe
Fiir einen beliebigen Schnitt S C V' werden die geschnittenen g .

Kanten {{u,v} € E:u € S,v € V \ S} betrachtet. Eine der
leichtesten dieser Kanten muss in jedem MST vorkommen. 9 1 e

5.2.0.2 Cycle Property

Bei einem beliebigen Kreis vy, v1, ...,v,-1,v, = vp kann man
eine der schwersten Kanten {v;,v;;1} aus dem Ursprungsgrad
16schen, ohne dass das Gewicht der Losung erhéht wird.

5.2.1 Der Jarnik-Prim Algorithmus

Der Algorithmus wurde 1930 vom tschechischen Mathematiker Vojtéch Jarnik
beschrieben. Er bekam in der Informatik jedoch erst Aufmerksamkeit als er
vom amerikanischen Informatiker Robert Prim 1957 neu verdffentlicht wurde.
Deshalb wird er hier Jarnik-Prim Algorithmus genannt.
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Algorithmus 5.4: Jarnik-Prim Algorithmus

T=10
S ={s} fiir einen beliebigen Knoten s€V
while (S # V){
{u,v} = min{{u,v} : v e S;veV S5}
S=5Su{v}
T=TU{u,v}
}

return T

Erlduterungen: Die zu S adjazenten Kno-
ten werden in einer adressierbaren Priori-
téatsliste gehalten. Thre Prioritét ist die leich-
teste Kante von S zu dem Knoten. Dadurch
kann man die leichteste Kante durch eine
Prioritatslistenoperation finden. Beim Er-
weitern von .S muss jedoch jede Kante vom
neuen Knoten betrachtet werden. Falls die
Kante leichter ist als die Kanten, die bisher
zu dem Zielknoten fithren, dann muss die Prioritétsliste aktualisiert werden.
Jede Kante die zu einem Knoten fiihrt, der noch nicht in der Prioritétsliste
war, muss hinzugefiigt werden.

Dieser Algorithmus arbeitet auf offensichtliche Weise mit Hilfe der Cut Pro-
perty. Die Schleife wird fiir jeden Knoten einmal durchlaufen. Abgesehen von
den Prioritétslistenoperationen wird jede Kante dabei genau 2 mal betrachtet
(ndmlich wenn die Schleife fiir die beiden Endknoten durchlaufen wird). Da-
mit hat man einen Aufwand von O(m+n) aukerhalb der Prioritatsliste. Hinzu
kommt bei jedem Schleifendurchlauf ein deleteMin (O(logn)) und maximal
fiir jede Kante ein decreaseKey (amortisiert O(1)). Insgesammt hat der Al-
gorithmus von Jarnik-Prim also eine Laufzeit von O(m + nlogn) wenn man
Fibonacci Heaps verwendet. Grofe Teile dieses Algorithmus kénnen nicht
parallelisiert werden. Man kann aber z.B. log(n) Prozessoren verwenden um
die Prioritétslistenzugriffe zu parallelisieren.
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5.2.2 Kruskal’s Algorithmus

Algorithmus 5.5: Kruskal’s Algorithmus

T=10
sort (E)
for ({u,v} € E in aufsteigender Reihenfolge){
if(u und v sind in verschiedenen Teilbdumen){
T = TU{u,v}
}
}

return T

Erlduterungen: Die Teilbdume werden mit Hilfe einer UNION-FIND-
Datenstruktur gespeichert. Dadurch hat die Uberpriifung ob u und v im
selben Teilbaum sind einen amortisierten Aufwand von O(a(m,n)) wobei
« die Umkehrung der Ackermannfunktion ist. Details kénnen im Algorithm
Engineering Skript nachgeschlagen werden. Kruskal’s Algorithmus hat einen
Aufwand von O(sort(m)+na(n)). Auch dieser Algorithmus hat Teile die se-
quenziell ausgefiihrt werden miissen. Das Sortieren kann jedoch parallelisiert
werden. schritt. [1]2]3]4]5]6]7]8
Gewicht |13 [5[6|7|8]9[10
CycleP. [jlj|j|i|n|i]|n]|n

1(1) k4/ 3(2)

Kruskals Algorithmus

5.2.3 Borivka’s Algorithmus

Der Algorithmus von Borivka basiert auf Kanten- (7) 3 © ©
kontraktion. Fiir eine Kantenkontraktion in dem g 6 = 8| \o
Graphen (V,FE) wiahlt man eine beliebige Kan-

te {u,v} € E. Uber diese Kante wird kontra- Q7@ @79
hiert, indem v entfernt wird und jede Kante, die
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zu v gefithrt hat, anschliefend zu w fiihrt. Die Kantengewichte wer-
den dabei beibehalten und falls man nicht nur das Gewicht des MST,
sondern auch die Kanten des MST ausgeben will, dann muss gespei-
chert werden, zwischen welchen Knoten die Kante urspriinglich verlief.

Algorithmus 5.6: Boruvka’s Algorithmus

T:=0
while(|V]|>0) do
S:=10
for veV do
S = SUmin{{u,v} € E}
for {u,v}esS
kontrahiere iber {u,v}
T=TUS
return T

Erlduterungen: Durch das Kontrahieren kann es passieren, dass 2 Knoten
mehrere Kanten zwischen sich haben. Die intuitive Losung zum Entfernen ei-
ner dieser Kanten kann nicht in O(m) Zeit durchgefiihrt werden. Wenn man
alle Kontraktionen, die gemeinsame Knoten haben, gleichzeitig ausfiihrt ist
das jedoch moglich. Jede Iteration braucht O(m) Zeit und halbiert die Kno-
tenanzahl. Da abgebrochen wird, sobald man nur noch einen Knoten hat,
gibt es maximal log(n) Tterationen. Die gesammte Laufzeit liegt daher in
O(m - log(n))

5.2.4 Paralleler Boruvka

Das Ziel beim Parallelisieren dieses Algorithmus ist es das Problem bei glei-
cher Arbeit in polylogarithmischer Zeit zu lésen. D.h. fiir konstantes bzw.
geeignet wachsende p gilt: T'(m, n, p)-p € O(m-log(n)) und 3¢ : T'(m,n,p) €
O(log®(m)). Der Algorithmus wird folgendermafen aussehen:
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Algorithmus 5.7: Paralleler Boruvka Algorithmus

while(|V] > 1){

finde die leichtesten angrenzenden Kanten //O(} +log(n)+ log(p))

ordne jedem Knoten seinen Subgraphen zu //O(%-&-log(n))
kontrahiere die Subgraphen //O(} +log(n))

}

Der MST ist die Vereinigung aller Kanten, die in Zeile 2 gefunden wurden.
Diese Parallelisierung benutzt die Adjazenz-Array-Darstellung des Graphen.
Bei der Adjazenz- Array-Darstellung gibt es ein Array I' fiir die Knoten der
Linge n+1 und ein Array T der Kanten der Linge 2m. Das Kantenarray
speichert den Zielort der Kante zusammen mit den Kosten. Die Kanten von
VI[i] bis V[i+1] sind adjazent zu Knoten i.

SN
N
N
w
X

w
(@)
—_
(@)
X

1
D@ clslsle

Beispiel fiir Adjazenz-Array-Darstellung

In dieser Darstellung kénnen die Knoten und Kanten als Integer reprisentiert
werden. Dann gilt V' = {0..n — 1} und E = {0..2m — 1}. Eine Kante e geht
von v nach w genau dann wenn I'[v] < e < I'lv 4+ 1] und Y[e] = w Jetzt ein
genauerer Blick auf jeden Schritt

5.2.4.1 leichteste angrenzende Kante finden

Die Kanten werden gleichméfig aufgeteilt,
so dass jeder die Kanten von 1 - 27"1 bis
(i +1) - 28 — 1 des Kantenarrays erhilt.
Jeder Prozessor muss noch wissen zu wel-
chen Knoten die von ihm zu bearbeitenden
Kanten gehoren. Das kann in O(log(n)) Zeit
durch p Binédrsuchen oder in O(? +p) durch
lineares Suchen gemacht werden. Der addi-

5.2. MINIMUM SPANNING TREE 114

tive Term +p kommt dabei durch das Senden der Ergebnisse an die ent-
sprechenden Knoten. Die Bindrsuche liegt zwar in einer besseren O Klas-
se, kann aber langsamer sein, da jeder Prozessor auf den gesammten Da-
tenbereich zugreift. Dadurch kann es zu Verzogerungen durch den Cache
auf einem Shared-Memory-Modell, bzw. vielen Kommunikationen auf einem
Distributed-Memory-Modell kommen. Zu den so bestimmten Knoten berech-
net jeder Prozessor in O(%!) dann die leichteste adjazente Kante aus seiner
Knotenmenge.
v = find(i- 2", T);
for (e = i-QTm; e<(i+1)-27’”—1; e++){

if (D[v+l]=——e) v++;

if(cle] < c[pred[v]]) pred[v]=e;

}

Dieser Code sieht zwar einfach aus, versteckt jedoch ein Problem. Einige
Knoten werden von mehreren Prozessoren bearbeitet. Deshalb braucht man
entweder recht viel Kommunikation wihrend der Berechnungen, oder jeder
Rechner hat ein eigenes prev-Array, das hinterher durch Reduktion mit de-
nen der anderen Prozessoren verschmolzen wird. Hier wird der zweite Fall
betrachtet, da er einfacher zu programmieren und analysieren ist. Da jeder
Prozessor maximal an 2 solchen Reduktionen teilnimmt und eine Redukti-
on log(p) Zeit braucht, braucht dieser Schritt O(log(p)) Zeit. Insgesammt
braucht dieser Schritt O(% + log(n) + log(p)) Zeit.

5.2.4.2 Zuordnung der Knoten zu Subraphen

Im Folgenden wird der Graph betrachtet, der ausschlieflich die Kanten ent-
hélt, die vorher die leichtesten Kanten an einem Knoten im Ursprungsgraph
waren. Also die Kanten die im vorherigen Schritt bestimmt wurden. Diese
Kanten sind gerichtet und zeigen von dem Ort, an dem sie die leichteste
Kante sind, weg. Der daraus entstehende Graph zerfillt in mehrere schwa-
che Zusammenhangskomponenten. Ziel dieses Schrittes ist es jedem Knoten
seine Zusammenhangskomponte zuzuordnen. Dabei werden die Zusammen-
hangskomponten durch einen beliebigen Knoten in ihnen représentiert. Da
von jedem Knoten eine Kante ausgeht, ist jede Zusammenhangskomponente
ein Pseudotree, d. h. ein Baum mit einer zusitzlichen Kante. Diese extra
Kante ist entlang der leichtesten Kante des Subgraphen und wird mit Hilfe
folgenden Codes zu einer Schlaufe.
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B O -0 6 O—06 6

- -

G ® a6 @ 6

forAll(v\in V) do parallel

{

w = pred[V]
} if ((pred[w] = v) && (v<w)) pred[v]=v

Jetzt besteht eine Zusammenhangskomponente aus einem Baum dessen Wur-
zel auf sich selbst zeigt. Diese Wurzel wihlen wir als Representanten der
Zusammenhangskomponente. Durch Doubling kann jedem Knoten sein Re-
presentant zugeordnet werden.
while Jv € V: pred[v] # pred[pred[v]]

forall veV: pred[v] = pred[pred[v]]

Dieser Teil braucht O( log(n)) Zeit. Wenn man jedoch hnliche Ideen wie
bei List Ranking anwendet kann man das auch in O(3 +log(n)) durchfiihren.
Jeder Graph hat jetzt Sternenform.

5.2.4.3 Kontrahieren der Subgraphen

In diesem Schritt wird jeder Subgraph zu einem Knoten zusammenkontra-
hiert.

k = Anzahl an Subgraphen.

V= \{0.. k=1\}

finde eine bijektive Abbildung f:Sternwurzel — 0..k-—1

E' = {(f(predv]), f(pred[w]),c,e,ld) : (v,w) € E A pred[v] # pred[w]}

5.2. MINIMUM SPANNING TREE 116

Die bijektive Abbildung kann mit Hilfe einer Prefixsumme in O(% + log(p))
bestimmt werden. Neben einer neuen Knoten und Kantenmenge muss auch
I' und T der Adjazenzarraydarstellung neu bestimmt werden. Das kann ge-
macht werden indem man Integersort auf £' anwendet. Das braucht O(% +

log(p)) Zeit. |8, Rajasekaran and Reif 1989).

5.2.4.4 Analyse

Eine Iteration braucht O(% 4 log(n)) Zeit und wie beim sequentiellen Algo-
rithmus gibt es log(n) Iterationen. Die Laufzeit ist daher in O(log(n)(% +

log(n))) Zeit. Fiir m € Q(plog®(p)) gilt daher E,¢(m,n,p) = Mfﬂﬁ% =

% € O(1). Es ist also relativ Effizient. Und falls sogar m € O(n), dann:

nlog ! :
E(m,n,p) = p»log’zn(j%%i(?;(n)) = m102(2%$2£§(n) € O(1) und es ist dann auch

absolut Effizient.
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6 Lastverteilung

Mit der Parallelisierung entsteht ein neues, typisches Problem. Die Laufzeit
eines Algorithmus richtet sich stets nach dem letzten Prozessor, der die Aus-
fiihrung seiner Aufgaben beendet. Kann man Aufgaben also in parallelisier-
bare Teile zerlegen, so mochte man erreichen, dass kein Prozessor besonders
viel Arbeit bekommt und damit die Laufzeit in die Hohe treibt. Dieses Pro-
blem wird hier auf eine Menge von n Teilaufgaben (“Jobs”) verallgemeinert,
die unter den Prozessoren aufzuteilen sind. Der Aufteilung werden Kosten
zugeordnet die sich aus Kosten fiir die Aufteilung und dem Aufwand der je-
weiligen Jobs bestimmen lassen. Ziel ist es diese Kosten zu minimieren. Die
Verwendung eines allgemeinen Kostenbegriffs ist dadurch motiviert, dass un-
terschiedliche Faktoren angefangen bei Laufzeit, bis hin zum Stromverbrauch
zu optimieren sein kénnen. Im Folgenden steht aber die Laufzeit im Vorder-
grund.

Das Problem der Lastenverteilung ist in mehr oder weniger gut erkennba-
rer Form bereits bei einigen der bisher betrachteten Algorithmen aufgetreten.
So stellte sich bei Sample Sort die Frage, ob zwischen zwei Pivotelementen
ungefihr gleich viele Elemente liegen wiirden. Um einzusehen, dass das ein
Problem der Lastenverteilung ist, soll wieder aufgefrischt werden, worum es
bei Sample Sort geht. Sample Sort geht das Problem eine Menge zu sortieren
an, indem es die Eingabe durch Pivotelemente in Teilfolgen aufspaltet. Eine
Teilfolge zu sortieren kann dann als “Job” betrachtet werden. Es ist also auch
ein Lastverteilungsproblem, bei dem eine grofse Aufgabe in p Jobs aufzuteilen
ist, deren Grofe so wenig variieren soll, wie moglich. Dieser Fall, in dem man
bei der Generierung der Jobs wenig Wissen dariiber hat, was man bekommt,
ist aber vielleicht nicht die erste Vorstellung, die man von einem Problem der
Lastverteilung hat. Vielleicht stellt man sich unter Lastverteilung zuerst eher
etwas vor wie das, was die parallelen Prioritétslisten als Lastverteilungsalgo-
rithmus geleistet haben. Sie haben im Brach-and-Bound-Beispiel eine Menge
von Knoten verwaltet, die zu bearbeiten waren. Jeder Knoten kann auch als
Job betrachtet werden, da zu jedem (inneren) Knoten Arbeit fiir Expansion
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gehort. Bei Branch-and-Bound wurde also ein Lastverteilungsproblem be-
trachtet, bei dem aus einem Pool von Jobs jeder Prozessor in einem Schritt
immer einen bekommt und im Laufe der Abarbeitung immer wieder neue
Jobs entstehen.

Man sieht also, dass zunéchst genauere Eigenschaften festgelegt werden
miissen. Das beginnt bereits bei der Frage, welche Eigenschaften die Jobs
haben. Wie genau kennt man den Aufwand fiir einen Job? Kann man ihn
weiter in kleinere Jobs aufteilen, oder muss er komplett sequentiell auf einem
Prozessor abgearbeitet werden? Noch schwieriger wird es bei der Kosten-
bestimmung. Kosten setzen sich aus mehreren Komponenten zusammen. Es
sollte zunéchst nicht vernachlisstigt werden, wie schwierig die Bestimmung
einer Zuordnung ist. Auch Kommunikation, die notig ist Jobs zu verteilen,
schldgt sich auf die Gesamtkosten nieder, genauso wie mogliche Kosten zur
Umverteilung von Jobs im Laufe der Abarbeitung. Letztlich kommt natiirlich
auch die maximale Last auf einem Prozessor hinzu, die sich aus den Kosten
einzelner Jobs bestimmen ldsst. Hier kann es sein, dass Kosten nicht nur von
einem Job, sondern auch von dem Prozessor abhéngen. Wenn als Kosten die
Laufzeit betrachtet wird und die Prozessoren unterschiedlich schnell sind, so
ist die Abhéngigkeit vom Prozessor offensichtlich. Das ist beispielsweise in
inhomogenen Clustern der Fall. Motiviert durch diese Situation kann man so-
gar den Fall betrachten, dass die Kosten nur geschitzt werden kdnnen, aber
schwanken konnen sobald das analysierte Programm nur eines von mehreren
ist, die auf den einzelnen Prozessoren ausgefiihrt werden. Es bestehen viel-
leicht sogar Abhéngigkeiten zwischen Jobs so dass die Kosten von einem Job
vom Fortschritt bei einem anderen abhéingen.

Die Betrachtungen im Folgenden beschrénken sich auf den Fall dass Kos-
ten fiir einen Job stets unabhingig vom ausfithrenden Prozessor sind.
Bei den anderen Eigenschaften des Lastverteilungsproblems werden verschie-
dene interessante Kombinationen betrachtet fiir die typische Lésungsansitze
exisiteren. Ob sich Jobs aufspalten lassen und wie genau die Kosten bekannt
sind wird im Einzelfall definiert. Hiufig kann man es sich aber so vorstellen,
dass die Jobs aus einer bekannten Anzahl atomarer Aufgaben bestehen, de-
ren Kosten nicht genau bekannt sind. Abhéngigkeiten zwischen Jobs werden
in den Beispielen hier erst zum Schluss beriicksichtigt.

6.1 Statische Lastverteilung

Statische Ansétze fiir das Problem der Lastenverteilug legen sich bereits zu
Beginn darauf fest, welcher Prozessor welche Jobs erhilt. Umverteilung der
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Jobs ist dadurch nicht notig, also beschrénkt sich der Verwaltungsaufwand
auf die Bestimmung einer Zuodnung und einmaliges Verschieben fiir jeden
Job. Auf der anderen Seite lassen sich bei diesem Ansatz auch Fehler bei der
anfinglichen Verteilung nicht mehr korrigieren. Besonders wenn die Jobgro-
fen nicht im Voraus bekannt sind, kann so nicht garantiert werden, dass alle
Prozessoren optimal ausgelastet sind.

6.1.1 Ein ganz einfacher Fall

Den Anfang macht ein Lastverteilungsproblem, das einfach zu 16sen und zu
parallelisieren ist, damit man einen Einstieg erhilt. Es wird der Fall be-
trachtet dass sich die Jobs beliebig unterteilen lassen und die Gréfie [; fiir
jeden Job stets genau bekannt ist. In diesem Fall reicht ein eifacher Greedy-
Algorithmus, um das Problem zu 16sen.

Algorithmus 6.1: Next Fit

capacity per PE:
//
n

— b
C: J;)p,
//PE jobs are assigned to currently:
t = 0;
//remaining capacity on PE t:
=G
//job to assign mnext:
J o= 0

//size for mnot assigned part of job j:
[ = lp;
while(j <n){
¢ = min(f,1);
assign a piece of size ¢ of job j to PE ¢ ;
= [f-c
[ = 1l—c;
i (f=0)
-+
[ = C;
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Erlduterungen: Zunéchst wird in C gespeichert, wie viel Arbeit bei
gleichméfsiger Aufteilung fiir einen Prozessor anfallen wiirde. Nun arbeitet
der Algorithmus genau so, wie man es von einem Greedy-Algorithmus erwar-
ten wiirde. Er nimmt sich den ersten nicht zugewiesenen Job und weist ihn
dem ersten Prozessor zu, der noch nicht C' Arbeit leisten muss. Hat er nach
der Zuordnung des nichsten Jobs mehr als C, so wird der neue Job geeignet
aufgeteilt, und den iiberschiissigen Teil erhélt der néchste Prozessor.

Next Fit liefert bei aufspaltbaren Problemen und bekannten Jobkosten
in linearer Zeit ein optimales Ergebnis. Es muss jeder Job einmal betrachtet
werden und nach p Aufspaltungen sind sicher keine mehr nétig, also liegt die
Zuordnungsphase in O(n + p). Anschliefend ist aber jeder Prozessor nur mit
einem Anteil C' an den Gesamtkosten beteiligt, was optimal ist.

Analyse:

n—1
>
=0

J

T(n,p) € O(n+p)+

Die Lineare Zeit fiir die Bestimmung der Zuordnung mochte man ver-
meiden und parallelisiert auch die Zuordnung der Jobs zu den Prozessoren.
Damit erhilt man folgenden Algorithmus:

Algorithmus 6.2: Paralleles Next Fit

b .
;7

NgE

C =

j=0
parallel for (j=0; j<n; j++){
//use prefiz sum:

j
pos = Y lg;
k=0
//use segmented broadcast:
. . . +l
assign job j to PEs L%J . {posc -7J ;
piece size at PE (k :— |B®]): (k+1)C —pos ;

piece size at PE (k := {posc_"ljJ): pos+1; + kC ;

Erlduterungen: Bei dieser Parallelisierung zeigt sich, dass bei bekann-
ter Jobgrofe Prifixsummen gut geeignet sind die Jobs gut zu verteilen. Mit
ihnen kann fiir jeden Job bestimmt werden, wie viele Kosten alle Jobs mit
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Abbildung 6.1: Next Fit

kleintem Index zusammen benétigen. Daraus ldsst sich dann leicht ablesen,
wie viele Prozessoren bereits gesittigt sind, ob das Aufsummieren der Kos-
ten fiir diesen Job auch den ausfithrenden Prozessor auslasten wiirde so dass
der Job aufgeteilt werden muss und auch wie die Aufteilung dann aussehen
miisste. Jeder Prozessor berechnet die Zuordnung fiir n/p Jobs. Dazu erhilt
er aus einer lokalen Summe {iber die Kosten seiner n/p Jobs und einer Prifix-
summe genug Information. Damit verbessert sich die Zeit fiir die Berechung
einer Zuordnung auf O(logp) Zeit fiir die Prafixsumme und das Verlegen der
Jobs, sowie O(n/p) fiir Berechnungen auf eigenen Elementen. Diese Abschéit-
zung ist leider etwas optimistisch, da das Versenden der Jobs mehr Aufwand
bedeuten kann, als ihm zugestanden wird. Im Schlimmsten Fall sind fast alle
Jobs klein und in der Eingabe direkt hintereinander. Statt jedem Prozessor
einige kleine und einen Teil von einem grofsen Job zu geben, miissen dann
alle kleinen Jobs auf einen Prozessor. Zwar ist dann die Lastverteilung immer
noch gut, aber der Kommunikationsaufwand ist dann hoéher, als erforderlich.

Analyse:

n—1

>l

J=0

T(n,p) € O(g +logp) +

Der Algorithmus lésst sich leicht anpassen, um eine Lésung fiir ein Last-
verteilungsproblem mit atomaren, also nicht weiter aufspaltbaren, Jobs zu
bekommen. Dazu verzichtet man nur auf das Aufspalten der Jobs, die auf der
Grenze liegen. Man sieht leicht ein, dass die Losung die man dann bekommt

einem Prozessor niemals Jobs mit einem Gesamtaufwand von C' + max [;
0<j<n

oder mehr zuordnet, da dafiir ein mit Kosten von mindestens C' ausgelasteter
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Prozessor einen weiteren Job erhalten miisste. Da C' eine untere Schranke fiir
die optimale Losung ist und Jnax l[; < C gilt, ist das eine 2-Approximation.
<j<n

Eine Bessere Approximation erhilt man, indem man die Jobs zunéchst
nach Grofe sortiert und stets den grofiten Job dem Prozessor mit der kleins-
ten Last zuordnet. So erhilt man eine 4/3-Approximation, allerdings ist der
Algorithmus sequentiell. Aus [1] stammt ein Algorithmus, der eine 11/9-
Approximation liefert, aber zu dem keine Parallelisierung bekannt ist. Be-

sonders bei kleinen Jnax l; ist der zusétzliche Aufwand bei der Berechnung
<j<n

nicht gerechtfertigt, da so nicht genug Zeit bei der tatsdchlichen Ausfiihrung
eingespart wird.

6.1.2 Statisch und unwissend — Randomisierung

Nun wird auch die zweite hilfreiche Voaussetzung gedndert, die Jobgrofen
sollen nun auch noch unbekannt sein. Es sollen nun also atomare Jobs unbe-
kannter Grofe gleich zu Beginn fest zugeordnet werden. Es iiberrascht nicht,
dass es unmoglich ist das Problem unter diesen Bedingungen so zu 16sen, dass
die Lastverteilung immer optimal ist. Bevor man sich aber anderen Ansétzen
widmet, mochte man doch noch sehen, wie gut blind geratene Losungen sein
konnen.

Als motivierendes Beispiel fiir das betrachtete Problem wird hier ein be-
kanntes Fraktal benutzt. Die Mandelbrotmenge — die ihrer Form auch den
Namen “Apfelméannchen” zu verdanken hat — besteht aus allen ¢ € C fiir die
die durch zy := 0, 2,41 = z,% + ¢ definierte Folge beschriankt ist. Man kann
sich sicher sein, dass ein Punkt nicht zur Mandelbrotmenge gehort, wenn
|z| > 2 fiir ein k gilt. Leider kann das erste k fiir das es gilt je nach ¢ be-
liebig grofs sein, so dass praktisch ein kleiner Fehler hingenommen und ein
kmax gewahlt wird, ab dem man einfach annimmt dass der Punkt zur Menge
gehoren wiirde. Natiirlich kann das so immer noch nicht fiir alle Punkte aus
C gemacht werden. Fiir das Lastverteilungsproblem soll nur fiir n Punkte
bestimmt werden, ob sie zur Mandelbrotmenge gehoren oder nicht, was bei-
spielsweise fiir die Anzeige auf dem Bildschirm vollkommen ausreicht. Das
ist schon deswegen ein interessantes Beispielproblem, weil der Aufwand fiir
einen Job, also die Zeit fiir die Uberpriifung eines einzelnen Punktes auch
gleichzeitig das Ergebnis der Berechnungen fiir diesen Punkt ist. Man kennt
also den Aufwand nicht, solange der Job noch nicht ausgefiithrt wurde.

Nun aber zur eigentlichen Verteilung der Jobs. Es werden hier drei Ideen
betrachtet, wie die Punkte iiber die Prozessoren verteilt werden kénnten. Fi-
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ne Moglichkeit wiire die Daten immer nach n/p Elementen aufzuteilen und
immer einen solchen Abschnitt einem Prozessor zu iiberlassen. Sieht man
sich hier die Mandelbrotmenge an, so erhélt jeder Prozessor einen Streifen
aus dem Gesamtbild. Hier zeigt sich auch die Schwiche dieser Verteilung.
In den &ufseren Bereichen wird eine Iterationstiefe von k., kaum erreicht,
wihrend in den mittleren Streifen sehr viele Punkte zur Mandelbrotmenge
gehoren. Offensichtlich wiirde also eine solche Streifenverteilung dazu fiih-
ren, dass Prozessoren, die Streifen aus der Mitte bekommen, erheblich mehr
arbeiten miissen.

Eine Zweite Art die Jobs zu verteilen wire nach dem Round Robin Ver-
fahren. Der k-te Job wird also dem (k mod p)-ten Prozessor zugewiesen.
Bei der Bestimmung der Mandelbrotmenge bekommt man so eine erheblich
bessere Lastverteilung, als mit streifenweiser Zerlegung. Natiirlich kann es
immer noch Félle geben, in denen jeder p-te Job besonders schwierig ist,
allgemein ldsst sich also nicht beweisen, dass die Verteilung gut ist. Aber
das ist nicht das einzige Problem dieser Verteilung. Wenn zu den Jobs Ele-
mente in einem Array gehoren, so kann die Bearbeitung benachtbarter Jobs
Schreibzugriff auf benachbarte Eintrdge im Array erfordern. Dadurch kann
es zu Konflikten kommen, bei denen im schlimmsten Fall alle Prozessoren
auf eine Cache-Zeile zugreifen und sich gegenseitig die Caches invalidieren.
Die Folge ist hoher Kommunikationsaufwand, obwohl die Schreibzugriffe al-
le unabhingig sind, ein Paradebeispiel fiir False Sharing also. Das ist aber
kein Grund auf dieses Verfahren zu verzichten, denn geeignete Umverteilung
der Daten reicht bereits, um False Sharing zu vermeiden. Dennoch wird bei
OpenMP streifenweise Zuordnung verwendet, da sie in vielen Féllen eine gute
Lastverteilung liefert ohne Umverteilung zu benotigen.

Das letzte Verfahren benutzt eine gingige Mehtode mit dem “Widersa-
cher” umzugehen, der immer den Fall wihlt, mit dem der Algorithmus nicht
zurechtkommt. Randomisierung sorgt fiir eine beweisbar gute Lastverteilung.
Wieder einmal beruft man sich auf Chernoff-Schranken und kann dann zei-
gen, dass unter der Bedingung dass

n—1 lnp
L:=> 1;>2(8+ Dphnas—s- + O(e%)

J=0

gilt mit einer Wahrscheinlichkeit von (1 — p~) die Last auf keinem Prozes-

sor (1 + e)% iibersteigt. Zufillige Verteilung funktioniert am besten, wenn

lmLax sehr grof ist. Sie kann dagegen schlecht damit umgehen, wenn es einen

besonders teuren Job gibt, der eigentlich einen eigenen Prozessor bréuchte.
Statische Lastverteilungsalgorithmen konnen alle so einen grofen Job nicht
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Abbildung 6.3: Master-Worker-Schema

von anderen unterscheiden.

6.2 Master-Worker

Nachdem man nun eine Vorstellung davon bekommen hat, wie weit man
mit statischer Lastverteilung kommt, ist hier ein dynamischer Ansatz. Beim
Master-Worker-Schema verteilt ein Prozessor die Arbeit unter allen anderen
und ist damit auch fiir die Lastverteilung verantwortlich. Er weiff zu jedem
Zeitpunkt welche Prozessoren noch beschiftigt sind und muss entscheiden,
welcher Prozessor welchen Teil der verbliebenen Arbeit bekommt. Das Sche-
ma bietet sich besonders in Situationen an, in denen sowieso eine hierarchi-
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sche Beziehung vorgegeben ist. Ein Knoten in einem Cluster hat vielleicht
als einziger Zugriff auf die benotigten Daten und muss sie sowieso unter den
Prozessoren verteilen.

Die Zeit fiir einen speziellen Job muss wieder nicht bekannt sein. Wir
nehmen aber an, dass man die Jobgrofen abschédtzen kann. Die Mandel-
brotmenge kann wieder als Beispiel dienen. Sie ist auch deswegen wieder
ein gutes Beispiel, weil womdglich nur ein Prozessor fiir die Anzeige auf dem
Bildschirm verantwortlich ist und sich so wieder als Master anbietet. Ein Job,
den der Master vergibt, besteht aus einem Block von Punkten. Ein rechtecki-
ger Bildausschnitt beispielsweise ldsst sich kompakt beschreiben. Die Anzahl
der Punkte in diesem Ausschnitt liefert eine Schitzung iiber die Grofe des
Teilproblems. Der genaue Aufwand ist aber weiterhin nicht bekannt.

Wichtig ist, dass das Master-Worker-Schema nichtprdemptiv ist. Das be-
deutet, dass ein weggegebener Job ausgefiihrt wird und nicht im Nachhinein
aufgeteilt werden kann. Eine gute Strategie ist daher zunéchst grofe Jobs zu
verteilen und darauf zu warten, dass die ersten Prozessoren fertig werden.
Diese erhalten nun kleinere Teile der restlichen Arbeit. Hier muss dann eine
Balance zwischen guter Lastverteilung und niedrigem Kommunikationsauf-
wand gesucht werden. Kleine Jobs gleichen Unterschiede in der Lastvertei-
lung besser aus, einen grofen Job statt mehrerer kleiner zu versenden spart
Kommunikation. Man sollte sich daher gut {iberlegen, ob man nicht ungleich-
miékige Lastverteilung riskieren mochte, um den Kommunikationsaufwand zu
reduzieren.

Der Kommunikationsaufwand ist die wohl wichtigste Schwachstelle. Da
der Master an jeder Kommunikation beteiligt ist, stellt seine Bandbreite
einen Flaschenhals dar. Das Master-Worker-Schema skaliert also schlecht.
Es kommt hinzu, dass auch bei einem Master, der zuniichst als einziger auf
die Daten zugreifen kann ein Broadcast effektiver sein kann. Haufig bend-
tigt sowieso jeder Prozessor Zugriff auf einen grofen Teil der Daten. Fiir
das Problem der schlechten Skalierbarkeit gibt es Ansétze einer komplexeren
Hierarchie, mit “Vorarbeitern” unter dem Master, die ihrerseits Master eini-
ger Worker sind. Ob sich jedoch der Aufwand dafiir lohnt ist zweifelhaft. Fiir
das Master-Worker-Schema spricht dessen einfacher Aufbau. Der Master hat
eine klare Aufgabe, er muss eine gute Aufteilung finden und darauf achten,
dass zu allen Jobs anschliefsend Ergebnisse vorliegen. Da er alle Informatio-
nen iiber die verteilten, fertigen und noch nicht vergebenen Jobs hat, ist das
vergleichsweise einfach. Noch einfacher ist die Aufgabe der Worker, die nur
die ihnen {ibertragenen Aufgaben erledigen und das Ergebnis zuriicksenden
miissen.
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6.3 Work Stealing

Das letzte vorgestellte Verfahren kénnte man im Vergleich mit dem Master-
Worker-Schema als noch dynamischer bezeichnen. Die weggebene Teilpro-
blemgrofe wird nicht wie bisher einmalig geschitzt, sondern es findet wie-
derholte Aufteilung im Laufe der Abarbeitung statt. So wird nicht nur der
Engpass beim Master aus dem Vorherigen Ansatz vermieden, sondern es wer-
den in vielen Fillen auch weniger Teilprobleme erzeugt.

6.3.1 Tree Shaped Computations

Der Name Tree Shaped Computations bezeichnet eine ganze Familie von
Problemen, die sich mit dem in diesem Abschnitt betrachteten Ansatz gut
behandeln lassen. Wie der Name sagt, geht es um Berechnungen, die sich
durch Baume représentieren lassen. Allen gemeinsam ist, dass man mit einem
Problem P, beginnt und dieses Wurzelproblem bei der Bearbeitung in min-
destens zwei unabhiingige Teilprobleme zerfiillt, deren Losungen die Losung
des Gesamtproblems bilden. Ebenso sollen auch die Teilprobleme sich weiter
in noch kleinere Teilprobleme aufspalten lassen, die Anzahl der durchgefiihr-
ten Aufspaltungen, bis ein spezielles Problem entstanden ist, wird als des-
sen “Generation” bezeichnet. Die diese Aufspaltung beschreibende Baum-
struktur kann sehr unregelmifig sein und ihre Blétter stellen Arbeit dar,
die zwangslaufig sequentiell ist. Kurzgefasst konnte man Tree Shaped Com-
putations beschreiben als Probleme, die bei der Abarbeitung wiederholt in
unabhéngige Teilprobleme zerfallen. Mit Unabhéngigkeit ist hier gemeint,
dass fiir die zur Losung des Problems I benétigte Zeit 7'(I) und die die
Zeiten fiir die beiden Teilprobleme Iy und I, gilt T'(1) = T'(I;) + T(12).

Die Mandelbrotmenge, die zuvor schon als Beispiel fiir ein Lastvertei-
lungsproblem diente, ldsst sich auch auf diese Art angehen. Zu Beginn erhélt
man ein Intervall von Punkten, fiir die bestimmt werden soll, ob sie zur Man-
delbrotmenge gehoren. Dieses Intervall ldsst sich in zwei Teilintervalle auf-
spalten, die unabhéngige Teilprobleme darstellen und sich genauso kompakt
beschreiben lassen, wie das ganze Intervall. Atomare Teilprobleme wéren in
dann einzelne Punkte.

Es gibt aber viele Félle in dieser Problemfamilie, fiir die — anders als
bei der Mandelbrotmenge — im Voraus nicht genau bekannt ist, wie oft sich
ein Teilproblem noch aufspalten lidsst. Haufig kann zumindest eine obere
Schranke £ fiir die Generation nichtatomarer Probleme angegeben werden.
Fiir die Analyse von Algorithmen wichtig sind auch die Zeit Tg,y;, fiir die
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Aufspaltung eines Problems und die Zeit Tyyomic, die maximal fiir ein atomares
Teilproblem benotigt wird.

Am Beispiel der Mandelbrotmenge hat man bereits gesehen, dass Teil-
probleme in noch folgenden Algorithmen die Jobs darstellen sollen. Um die
Kosten fiir die Verlagerung eines Jobs abschitzen zu kénnen, miissen die ma-
ximale Grofe einer Teilproblembeschreibung [ und die sich daraus ergebende
Zeit Tioui (1) := Typart + Thyte fiir die Kommunikation bekannt sein. Die Zeit
Teon soll auch diesmal eine kollektive Kommunikationsoperation darstellen.

Probleme, die sich mit Tiefensuche oder Backtracking 1ésen lassen, sind
gute Beispiele fiir Probleme aus dieser Familie, aber selbst das Verteilen
von Iterationen einer Schleife iiber mehrere Prozessoren kann so angegangen
werden. Nicht zuletzt kommt man sogar mit Branch-and-Bound zurecht, wo
eigentlich die Forderung nach Unabhéngigkeit zwischen den Teiproblemen
verletzt ist. In einigen der folgenden Beispiele sind nicht alle Forderungen an
Tree Shaped Computations erfiillt und dennoch lassen sie sich gut mit dem
dafiir vorgestellten Lastverteilungsalgorithmus angehen. Typisches Beispiel
dafiir sind, wie erwihnt, Brach-and-Bound-Probleme, bei denen Ergebnisse
von anderen Teilbdumen benutzt werden, andere abzuschneiden. Dort ergibt
sich die benétigte Zeit fiir ein Problem offensichtlich nicht direkt aus den
Zeiten fiir die Teilprobleme. Es konnen aber auch Abschitzungen benutzt
werden, die Teilbdume abschneiden ohne dass die Unabhéngigkeit der Pro-
bleme verletzt wird. Das klappt genau dann, wenn nur Informationen vom
Abstiegspfad zum betreffenden Knoten benutzt werden.

6.3.1.1 Tiefensuche

Ein Problem, bei dem sowieso auf einem Baum gearbeitet wird, bietet sich
natiirlich besonders als Beispiel an. Wenn man einen Baum auf einem Prozes-
sor bearbeitet kann man immer nur einen Knoten zu einer Zeit untersuchen.
Alle anderen landen auf einem Stack, wenn sie anfallen. Ein Problem lasst
sich also ganz einfach aufspalten, indem ein Teil des Stack abgegeben wird.
Wie viele Knoten ein Teilbaum hat, dessen Wurzel ein Element auf dem Stack
darstellt, ldsst sich nicht im Voraus sagen. Daher kann man sich fragen, ob
es besser ist nur einen Knoten abzugeben, der moglichst nahe an der Wurzel
ist, oder die Hilfte aller Knoten auf dem Stack.
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6.3.1.2 Loop Scheduling

Der zuvor bereits beschriebene Fall der Mandelbrotmenge war ein Spezialfall
des Loop Scheduling. Beim Loop Scheduling Problem geht es um Aufteilung
von unahbédngiger Schleifeniterationen zwischen Prozessoren. Statische Auf-
teilung liefert bei starken Schwankungen zwischen der Dauer einzelner Ite-
rationen keine zufriedenstellenden Ergebnisse und auch der Master-Worker
Ansatz kann sich gute Lastverteilung nur mit hohem Kommunikationsauf-
wand am Master erkaufen. Das Iterationsintervall erst bei Bedarf aufzuteilen
kann sich als sehr niitzlich erweisen.

6.3.1.3 0-1 knapsack

Fiir das 0-1 knapsack Problem sind n Elemente gegeben, wobei fiir jedes Ele-
ment j, Gewicht w; und Gewinn g; bekannt ist. Weiterhin ist eine Kapazitét
N gegeben. Gesucht sind x; € {0,1}, so dass > 7_, pjv; maximal ist und
die Bedingung Z?:l w;x; < N erfiillt ist. Man mochte also Elemente in den
Rucksack aufnehmen, die den Gewinn maximieren, ohne dass die Kapazitat
iiberschritten wird.

Die besten Losungsansétze fiir das Problem basieren auf dem Branch-and-
Bound-Prinzip, das wie bereits gezeigt ebenfalls durch Baume beschrieben
werden kann. Genauer wird fiir das 0-1 knapsack Problem immer zunichst
in die Tiefe expandiert. Hier tritt bei unregelméfigen Probleminstanzen ein
Fall auf, fiir den man mit mit dem im Folgenden betrachteten Ansatz héufig
superlinearen Speedup erhilt, obwohl — oder gerade weil — das Problem die
Unabhéngigkeitsbedingung verletzt. Jeder Prozessor, der in einen sehr tiefen
Teilbaum gerit, ist lange beschiftigt, auch wenn sich dort keine gute Losung
befindet. Im parallelen Fall kénnen haufig bessere Teilbdume zeitgleich zum
grofen Baum untersucht werden. Nicht nur, dass andere Prozessoren dort
womoglich bessere Fortschritte machen, sie konnten auch Berechnungen im
grofen Teilbaum durch eine gefundene Schranke abbrechen. Es kann sinnvoll
sein gefundene Schranken zunéchst am Prozessor mit Index 0 zu sammeln.
Oft wird sonst das Netzwerk sonst stark ausgelastet, wenn viele neue Schran-
ken parallel gefunden werden und sowieso eine Reduktion nétig ist, um die
minimale darunter zu finden.

6.3.1.4 FSSP

Der Lastverteilungsalgorithmus hat sich auch als niitzlich bei der Untersu-
chung eines Problems fiir Zellularautomaten erwiesen. Die Frage nach Syn-
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chronisation eines eindimensionalen Zellularautomaten ist als “Firing Squad
Synchronisation Problem” bekannt. Gegeben ist eine Reihe von n numme-
rierten Elementen, Zellen genannt. Jede Zelle hat einen Zustand. Zu Beginn
befindet sich die erste im Zustand g (“General”) und alle anderen im Zustand
s (“Soldat”). Um die Beschreibungen zu vereinfachen wird festgelegt, dass vor
der ersten und nach der letzten Zelle jeweils eine mit Zustand # ist. Dieser
spezielle Zustand kann nur von diesen Begrenzungszellen angenommen wer-
den und wird daher nicht bei der Anzahl der méglichen Zusténde fiir Zellen
beriiksichtigt. Alle Zellen wechseln in einem Schritt synchron ihren Zustand
gemif einer Abbildung, die aus ihrem Zustand und dem der Zellen mit direkt
benachbarten Index einen eindeutigen Folgezustand bestimmt. Eine Zuord-
nung, die einem gegebenen 3-Tupel von Zellen einen Folgezustand zuweist
wird Regel genannt. Es sind Regeln so zu wéhlen, dass nach einer Folge von
Schritten alle Zellen zeitgleich in den Zustand f (“feuern”) iibergehen und
dieser Zustand in keinem vorhergehenden Schritt von einer Zelle angenom-
men wird. Die Regeln (s,s,s) — s und (s,s,#) — s sind vorgegeben und
besagen, dass jede Anderung von der Zelle mit Zustand g ausgeht.

Die optimale Zeit fiir eine Losung ist bekannt. Durch Untersuchung aller
Félle konnte in [10] gezeigt werden, dass vier mogliche Zusténde fiir die Zel-
len (einschlieflich g, s und f aber ohne #) nicht reichen, um das Problem in
optimaler Anzahl Schritte zu l6sen. Dafiir wurde ein Algorithmus angewandt,
dem Backtracking zugrunde liegt. Man beginnt mit einer Instanz der Lénge
n = 2 und dem Anfangszustand. Immer wenn die Liste der bereits definier-
ten Regeln nicht reicht den Folgezustand einer Zelle zu bestimmen, wird eine
Verzweigung erzeugt, die alle moglichen Folgezustinde untersucht. Es werden
so immer wieder Regeln gebildet, bis sich ein Widerspruch ergibt, oder nach
der optimalen Anzahl Schritte die Zellen nicht alle im Feuerzustand sind.
Da fiir jedes Zustands 3-Tupel bei vier Zustéinden auch vier Mégliche Nach-
folgezustande gewéhlt werden konnen, erhélt man einen implizit definierten
Baum mit einem maximalen Verzweigungsgrad von 4. Da sich bei einigen
Regeln schnell ein Widerspruch ergibt, wihrend bei anderen die Regeln fiir
eine Instanz ein korrektes Ergebnis liefern und erst mit einem groferen n
ein Problem auftritt, ergibt sich ein stark unregelméfiger Baum. Dennoch
lieferte die hier beschriebene Lastverteilung fiir dieses Problem fast linearen
Speedup.
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T Neue Regel

B Fehler

H
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Abbildung 6.4: Beweis, dass keine Losung des FFSP Problems in Optimalzeit
mit 3 Zusténden existiert. Regeln die Zustand f ergeben werden nur fiir den
letzten Schritt iiberpriift, dort werden nur solche hinzugenommen.
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6.3.2 Random Polling

Nach den Beispielen fiir Anwendungsgebiete nun zum eigentlichen Lastver-
teilungsalgorithmus. Man mdchte eine Laufzeit bekommen, fiir die

T
T(n,p) < (1 + €)= + Terme niedriger Ordnung
p
gilt, wobei diese Terme niedriger Ordnung vor allem den Kommunikationsauf-
wand darstellen. In diesen Termen sollte p nicht linear und erst recht nicht
superlinear vorkommen. Einen ersten Ansatz bietet folgender Algorithmus
aus der Familie der “receiver initiated load balancing” Algorithmen:

Algorithmus 6.3: Random Polling

L,L' : Subproblem ;
if(i=0)L = Lo :
else L=1Ly;
while (work left){
L := work( L , At);

m' = |{j: LQj = Ly}|;
if (m' >m){
if(L=1Ly){
send request to random PE k:
}

if (receive request M from PE j){
(L,L") := split(L);
send L' to PE j;
send Ly for any other request;

PF(L=Ly){
receive new L from k;
}
}
}

Erlauterungen: Gemaélfs der Definition hélt ein Prozessor zunéchst das
gesamte Problem L, . Ein Schritt des Algorithmus beginnt damit, dass jeder
Prozessor At Zeit an seinem Problem arbeitet. Es wird anschliefend gezéhlt,
wie viele Prozessoren ihren Teiljob abgearbeitet haben. An dieser Stelle wird
auch iiberpriift, ob iberhaupt noch Arbeit vorliegt. Gibt es zwar noch Jobs,
aber auch mindestens m Prozessoren die nur noch ein leeres Teilproblem
Ly haben, fragen sie bei zufilligen anderen Prozessoren nach Arbeit. Die
angeschriebenen Prozessoren versuchen ihren eigenen Job aufzuteilen und
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einen Teil abzugeben. Kann der Job nicht aufgeteilt werden — weil der eigene
Job schon leer ist oder mehr als eine Anfrage vorliegt so wird das leere
Problem abgegeben.

Es kénnen auch Suchprobleme betrachtet werden, bei denen es bereits
reicht einen Knoten zu finden, der die Vorgaben erfiillt. Dafiir muss zusétzlich
der Fall behandelt werden, dass ein Prozessor die Losung gefunden hat. Dann
kann fiir diese Probleme aber superlinearer Speedup erreicht werden. In der
Theorie sollte es sich iiber mehrere Ausfithrungen statistisch ausgleichen. In
der Praxis existiert bei vielen Ausfiihrungen ein grofer Teilbaum, der im
sequentiellen Fall erst komplett abgearbeitet wird, aber im parallelen Fall
nur einen Prozessor auslastet.

Fiir die Bestimmung der Laufzeit werden die Iterationen separat gezéhlt,
in denen nur gerechnet werden muss und die, in denen auch Jobs umverteilt
werden. Ist m < p aber gilt noch immer m € Q(p), so reichen mit hoher Wahr-
scheinlichkeit O(h) Iterationen, in denen Probleme aufgeteilt werden miissen,
bis jeder noch verbleibende Teiljob atomar ist. Es fallen also fiir O(h) Tte-
rationen Kommunikationskosten an und es miissen dann noch die atomaren
Jobs bearbeitet werden. Die Anzahl der {ibrigen Phasen mit hochstens m
arbeitslosen Prozessoren lisst sich durch (pfzg ~; beschréinken. Man erwartet
fiir m € Q(p) also eine Gesamtanzahl von Interationen, die kleiner ist als

Tseq
dh
Cp At +

fiir geeignete Konstanten ¢ und d. Daraus ergibt sich eine reine Bearbeitungs-
zeit von

Tseq Tse
dh)At = 4 + dhAt
(cp AT ) (c ) + )
Die Konstante c¢ ist durch die Wahl von m bestimmt, und der von h ab-
hiingige Term lisst sich iiber At beliebig driicken. Fiir geeignete m und At,
erhélt man also fiir jedes e die Abschiitzung (1 + e)% fiir die Zeit, in der

das Problem bearbeitet ist. In den O(h) Aufspaltungsschritten muss wegen
der zufalligen Partnerwahl eine kollektive Kommunikationsoperation fiir den
Austausch angenommen werden. Deswegen kommt zu der Zeit einer Auf-
spaltung Ty und der Zeit fiir die Ubertragung einer Problembeschreibung
Trout (1) noch die Zeit fiir einen kollektiven Nachrichtenaustausch Ti.
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Analyse:

Tse
\VIEHAt, m: T(n>p) S (1 + 6)7(1 + O(h(Trout (l) + Tcoll + 7jsplit) + Tatomic)

In dem nun beschriebenen Algorithmus wird der zuletzt erwahnte kollek-
tive Nachrichtenaustausch vermieden:

Algorithmus 6.4: Simplified Random Polling

L,I’ : Subproblem ;
if(i=0)L = Lyt :
else L =Ly;
while (work left){
L := work( L , At);
if (LQ((i +s) mod p) = Ly){
(L, L") := split(L);
send L' to PE ((i+s) modp);
}
}

Erlduterungen: Man verzichtet hier auf die Uberpriifung, ob m Pro-
zessoren inaktiv sind und fiihrt stattdessen in jedem Schritt eine Balancie-
rungsphase durch. Statt einen zufilligen Prozessor anzuschreiben, wird global
ein gemeisamer zufélliger offset s bestimmt. Damit er auf allen Prozessoren
gleich ist, reicht es bereits sich zu Beginn auf einen gemeinsamen Seed fiir die
lokalen Zufallsgeneratoren festzulegen. Jeder Prozessor ist in einem Schritt
dafiir verantwortlich seine Arbeit mit dem zyklisch um s versetzten Prozessor
zu teilen, falls dieser keine eigene Arbeit hat. Es ist wichtig, dass s zufillig
gewahlt wird. Wére es konstant, so hétte das zur Folge, dass sich die Arbeit
mit wachsendem Abstand zu dem Prozessor, der zu Beginn den Gesamten
Job hatte, immer wieder halbiert. Die regelméfig um einen zufélligen Wert
versetzte Anfrage sorgt dafiir, dass jeder Prozessor seine Arbeit mit genau
einem einzigen teilen muss. Davon profitiert die Lastverteilung, da nicht meh-
rere Anfragen an einen Prozessor gestellt werden kénnen, von denen nur eine
beantwortet wird. Dadurch féllt auch der Term T,y in der Analyse weg.
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Analyse:

Tseq A

VedAt : T(n,p) < (1+¢) ) + O(h(Trout (1) + Tipiit) + Tatomic)

Dass alle Schritte synchron stattfinden miissen ist eine unangenehme For-
derung, die in den seltensten Fillen ohne hohen Zusatzaufwand erfiillt wer-
den kann. Praktisch relevant ist also insbesondere der folgende asynchrone
Algorithmus:

Algorithmus 6.5: Asynchronous Random Polling

L,L' : Subproblem ;
if(i=0)L = Loos ;
else L=1Ly;
while (work left){
i (L= L))
send request to random PE k;
telse{
L := work( L , At);
}

foreach (M € received Messages){
if (M is request from PE j){
(L,L') := split(L);
send L' to PE j;
}else
L = M;
}
}
}

Erlduterungen: Ein Vorteil ist, dass ein Prozessor seine Arbeit direkt
fortsetzen kann, wenn keine Anfragen vorliegen und nicht erst warten muss,
bis auch die anderen Prozessoren ihre Kommunikation abgeschlossen haben.
Die Funktionsweise des Algorithmus ist ansonsten sehr dhnlich zum ersten
Fall, mit dem Unterschied, dass ein Prozessor sofort neue Arbeit anfordert,
wenn er keine eigene hat. Dementsprechend ist auch die Laufzeit wieder ver-
gleichbar.
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Analyse:

T
VedAt : ET(n,p) < (1+¢€)
p

seq

1
+ O(h(g + Trout(l) + 7jsplit) + Tatomic)
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